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Prefacio

Este apunte ha sido redactado con la finalidad de proveer a estudiantes de los programas de In-
genieria de la Universidad Técnica Federico Santa Maria con herramientas bésicas de Optimizacion
No Lineal'. Estas notas cubren aspectos generales de la optimizacién en espacio abstracto, asi como
resultados mds especificos para espacios de Hilbert. Los contenidos cubren resultados de existen-
cia de soluciones, caracterizaciones de estas, criterios analiticos para encontrarlas (condiciones de
optimalidad) y también métodos iterativos para aproximar soluciones 6ptimas.

Las notas aqui presentadas fueron organizadas de forma tal de cubrir los contenidos del curso
Optimizacion No Lineal (MAT279) que imparte regularmente el Departamento de Matematica de la
Universidad Técnica Federico Santa Maria. Este curso es parte de la malla de la carrera Ingenieria
Civil Matemadtica, y como tal requiere herramientas abstractas de Andlisis. Sin embargo, todos los
resultados expuestos en el apunte han sido escritos de forma general, por lo cual cualquier estudiante
de ingenieria con un conocimiento bésico en Andlisis en R" y Algebra Lineal puede comprender el
material expuesto en estas notas.

Esta es la tercera version del apunte, y pese a que muchos errores tipogréaficos fueron corregidos,
aun pueden quedar algunos. Todo posible error que el lector pueda encontrar en las notas es de nuestra
exclusiva responsabilidad. Agradecemos hacer llegar comentarios y observaciones a cualquiera de
los autores.

Luis BRICENO Cristopher HERMOSILLA
Campus San Joaquin ° Casa Central
Santiago Valparaiso

El término No Lineal debe ser entendido en este contexto como No Necesariamente Lineal.






Notacion basica

Conjuntos basicos

R Niimeros Reales.

R” Conjunto de n-tuplas de Numeros Reales.

RU{+4oo} Nuameros Reales (superiormente) extendidos.

N Niimeros Naturales

M xm(R) Matrices a coeficientes reales de dimension n x m

S Matrices reales simétricas de dimension n

S (R) Matrices reales simétricas semi-definidas positivas de dimension n
St (R) Matrices reales simétricas definidas positivas de dimension n

Conjuntos Genéricos

X Espacio ambiente

S Conjunto de restricciones

Bx (x,r) Bola cerrada de radio r > 0 y centro x € X de un espacio métrico (X,d)
Bx Bola cerrada unitaria de un espacio vectorial normado (X, || - ||)

intS interior de S

S adherencia de S

Conjuntos Especiales

dom(f) Dominio efectivo de f: X — RU {40}

epi(f) Epigrafo de f: X — RU {400}

Ly(f) Conjunto de subnivel de f : X — RU{+oo} y pardmetro y € R
argminx (f) Conjunto de minimos de f: X — RU{+oo}

Normas y productos internos

x| = ix,z Norma Euclideana de x = (x,...,x,) € R"

-1l - Norma de un espacio vectorial arbitrario X

x'y= Zn:x,-yi Producto interno de x = (xq,...,x,) € R* ey = (y1,...,yn) € R"
{-,) ! Producto interno de un espacio Euclideano arbitrario X

Operadores funcionales

Vf Gradiente de f: X — RU {00}
Df(x)(+) Diferencial de Gateaux de f: X - RU{+o}enx e X
V2 f Matriz Hessiana de f : R" — RU {+oo}

D*f(x)(-,) Segundo Diferencial de Gateaux de f: X — RU{+4e} enx € X
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CAPITULO 1

Introduccion a la Optimizacion

El objetivo central de este curso es estudiar problemas de optimizacion:
(P) Minimizar f(x) sobre todos los x € X que satisfacen la restriccién x € S.

En nuestro contexto X serd un espacio vectorial, la funcién f : X — R serd un criterio a minimizar,
el cual llamaremos funcion objetivo y el conjunto S C X representard las restricciones impuestas
sobre el problema de interés.

El valor numérico que toma el problema (P) estd dado por

val (P) = infg(f) := fg)f;{f(x) | x €S},

el cual queda bien definido si adoptamos la convencién val (P) = 4o := sup{R} para el caso S = 0.
Por otra parte, una solucion del problema (P) sera llamada optimo o minimo, y corresponderd a un
punto X € X que verifique la condiciéon

f(%) < f(x) para todo x € X tal que x € S.

Una solucién 6ptima del problema (P) se dird estricto si la condicion anterior se tiene con desigualdad
estricta para todos los puntos diferentes al minimo, es decir

f(%) < f(x) paratodo x € X tal que x € S\ {*}.

En caso de haber un 6ptimo, y para para enfatizar la existencia de éste, el valor numérico que
toma el problema (P) se escribird

val (P) = ming(f) := mf}[{l{f(x) | xeS}.
xe
El conjunto de soluciones del problema (P) se denotara por
sol (P) = argming(f) :={x €S| f(x) = val(P)}.

En este capitulo nos enfocaremos en la existencia de minimos para el problema (P) en un contexto
abstracto, es decir, en criterios para determinar que el conjunto sol (P) sea no vacio. En particular,
estudiaremos la nocion de semicontinuidad inferior y algunas nociones de compacidad.

Observacion 1.1. Notemos que supg(f) := sup,x{f(x) | x € S} = —infg(—f). Por lo tanto la
teoria que desarrollaremos en este curso puede ser igualmente aplicada a problemas donde se busca
maximizar la funcion objetivo en vez de minimizarla, tomando en cuenta el cambio de signo descrito
anteriormente. Formulaciones del tipo maximizacion aparecen tipicamente en Economia.



Clases de problemas de optimizacion destacados Capitulo 1

1.1. Clases de problemas de optimizacion destacados

Antes de continuar con la teoria, revisaremos algunos problemas de optimizacion cuyas estruc-
turas los hacen facilmente reconocibles.

1.1.1. Programacion lineal

Esta clase de problemas busca minimizar una funcién objetivo lineal sobre el espacio X = R"
T n
fx)=c'x= Zc,-xi
i=1

donde ¢ € R", y sujeto a un conjunto de restricciones que se pueden escribir como poliedros
S={xeR"| Ax<b, x>0},

con A € Ml,«,(R), una matriz a coeficientes reales de dimensién n x m, y b € R™.
Problemas de este estilo aparecen frecuentemente en economia, donde la funcion objetivo repre-
senta un costo o bien una utilidad (visto como problema de maximizacién).

1.1.2. Programacion semidefinida

Esta clase de problemas es el andlogo de la programacion lineal sobre el espacio vectorial de
matrices simétricas de dimensién n, que denotamos por S"(R). Se busca minimizar una funcién
objetivo lineal

n
fX)=u(CX)= Y CjX;
i,j=1
con C € §"(R) sujeto a un conjunto de restricciones que se pueden escribir como
S={XeS"R)| wr(AX)=b;, i=1,...,m, X =0},

conAy,..., Ay € S"(R), matrices dadas y by,...,b, € R. Lanotacion X »= 0 para X € S"(R) significa
que X es semi-definida positiva.

1.1.3. Optimizacion Espectral

Muchas veces, cuando se trabaja con matrices, es mas importante conocer sus valores propios
que la matriz misma. La optimizacion espectral corresponde a problemas donde la funcién objetivo
depende de los valores propios de una matriz y no directamente de la matriz. Al igual que en el caso
anterior, el problema se plantea sobre el espacio S"(R). Recordemos que si X € S"(R), entonces sus
n valores propios son Reales. Esto permite definir la funcién espectral A : S"(R) — R” por

AMX) =M (X),..., A (X))

donde A;(X) > ... > A,(X) son valores propios de X ordenados de forma decreciente. Luego un
problema de optimizacién espectral corresponde a minimizar una funcién objetivo del tipo

f(X) = gorX) =gMX)) = g(M(X), ..., An(X))

con g : R" — R alguna funcién dada.
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1.1.4. Control éptimo en tiempo discreto

Esta clase de problemas, el primero en dimension infinita que mencionaremos, consiste en mini-
mizar un funcional cuyo argumento es una sucesion generada por una regla de recurrencia inductiva

Xi+1 = ¢(xk,uk), Vk € N,

donde ¢ : R" x R™ — R" es un campo vectorial dado. El problema consiste en minimizar, para un
cierto costo g : R" x R™ y factor de descuento A > 0, un funcional del tipo

f ot {u}) = ki e Mg (. ug)

En este caso, los espacio naturales para estudiar el problema son X = £,,(R") x £,(R™), donde ¢,(R")
es el espacio de la sucesiones {a;} en R" tales que la siguiente serie converge

(o)

Y lar]” < 4oo.
k=0

1.1.5. Calculo de Variaciones

Esta clase de problemas, también de dimension infinita, consiste en minimizar un funcional cuyo
argumento es una curva en el espacio x : [a,b] — R™:

7= [ Lot i),

donde L: [a,b] x R" x R" es una funcién llamada Lagrangiano. El espacio natural para plantear tales
problemas es X = AC"[a, b], el espacio espacio de la curvas absolutamente continuas, es decir las
funciones x : [a,b] — R" que satisfacen, para ciertos &1,...,&, ERy vy,...,v, € L'[a,b]

t
xi(t) =§i+/ vi(s)ds, Vt € [a,b], Vi=1,...,n.
a

Problemas de Célculo de Variaciones, tipicamente buscan minimizar el costo integral descrito
anteriormente, sujeto a que los puntos extremos de las trayectorias estin previamente prescritos, es
decir, para ciertos o, 3 € R", el conjunto de restricciones estd dado por

S={xe€AC"[a,b] | x(a) =0, x(b) = B}.

Esta clase de problemas de optimizacion aparecen muchas veces en mecénica, donde x representa la
trayectoria de una particula en el espacio y X su velocidad.

Mencionamos también una clase particular de problemas de Célculo de Variaciones, donde ademas
de la restriccién sobre los puntos extremos de la trayectoria, se considera una restriccion integral del
estilo

b
/a 2(1,x(1),£(1)) = .

Estos problemas se conocen como problemas isoperimétricos y su nombre estd motivado por proble-
mas en el plano R? donde el largo de la curva esta fijo, es decir:

/ab \/(xl (1))%+ (st2(2))%dt = c.

3



Problemas industriales de actualidad Capitulo 1

1.1.6. Control Optimo en tiempo continuo

Esta clase de problemas son una extension de los problemas de Calculo de Variaciones y co-
rresponden a problemas donde la velocidad de las trayectorias estdn determinada por una ecuacién
diferencial ordinaria que dependen de un pardmetro (el control). Mds atin, el funcional a ser minimi-
zado puede considerar costos explicitos sobre los puntos extremos, es decir, en Control Optimo se
busca minimizar un funcional del tipo

b
| £ex0).u0)dt + g(x(@), (5))
a
sujeto a una restriccion dindmica sobre la velocidad
x(t) =0(t,x(t),u(t)), y u(@®)cUCR" ctpt€la,b)

donde u : [a,b] — R™ es una funcién medible, llamada control o input. En este caso tenemos que
L :[a,b] x R" x R™ — R es una funcién de costo acumulativa mientras que g : R” x R” — R es una
funcidén de costo sobre los puntos extremos de la trayectoria.

Bajo condiciones estdndar, la ecuacion diferencial esta bien puesta, en el sentido que cada funciéon
medible u : [a,b] — R™ produce una tnica solucién si la condicién inicial estd dada. Lo que implica,
en principio, que el espacio natural para buscar minimos es el conjunto de funciones medibles valores
en el conjunto U C R™. Este espacio tiene pocas propiedades topoldgicas favorables, lo cual no lo
hace un buen candidato para plantear los problemas de control. En cursos més avanzados se vera que
tal dificultad puede ser salvada usando teoremas de seleccion y una formulacion equivalente sobre el
espacio X = AC"[a, b].

1.2. Problemas industriales de actualidad

Ahora mencionaremos algunos problema de optimizacién que son actualmente utilizados en apli-
caciones industriales de interés practico. Estos problemas serdn en particular nuestra principal moti-
vacion para estudiar métodos numéricos en capitulos mas avanzados.

1.2.1. Compresion y recuperacion de imagenes

Consideremos una imagen de n x m pixeles (con N = nm grande) en escala de grises representada
por una matriz X € M,x,,([0,255]), donde para todo i € {1,...,n}y j € {1,...,m}, la componente
(i, j) de la matriz X, denotada X;; representa la intensidad de luminosidad del pixel (i, j), que puede
variar entre 0 (negro) y 255 (blanco).

La imagen se quiere comprimir a través de una matriz conocida A € M, y(R) de modo que
7 := Ax € R? es la imagen comprimida (p < N), donde ¥ € RV es un vector que representa a la
matriz X via la relacion

Xn(j—1)+i :Xij, Vie{l,...,n}, je{l,...,m}.

Luego el problema de recuperacion de imagenes consiste en encontrar una buena aproximacion de X,
conociendo z, bajo supuestos a priori sobre X.
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Se dice que la imagen original es parsimoniosa (sparse en inglés) en alguna base ortonormal
vi,...,vy (llamada wavelet), si X = Zﬁi 1 Yivi, pocos y; no nulos. Muchas imagenes son parsimoniosas
en algunas bases de wavelets, lo que indica que la imagen puede ser muy bien representada a través
de pocos elementos de la base. Notar que si F € My« y(R) es la matriz cuadrada que tiene como

columnas los vectores ortonormales vi, ..., vy, se tiene que ¥ = Fy,cony = (y1,...,yn) Y F ' = F1,
de donde y = F ' %.
Si suponemos que la imagen X es parsimoniosa con respecto a vi,...,Vvy, entonces el vector

y = F " % tiene muchas componentes nulas lo que significa que
I¥llo = {i € {1,...,N} : yi # 0}
es un numero pequefio. Por lo tanto, una manera de aproximar X es considerar el problema
Minimizar ||F " x||o sobre todos los x € RY que satisfacen la restriccion Ax = z.

Como la funcién x — ||x||o tiene malas propiedades, una relajacién ampliamente usada en restau-
racién de imagenes consiste en usar la norma ||y||; = Y~ | [yi|, de donde se obtiene el problema

Minimizar ||F " x||; sobre todos los x € RY que satisfacen la restriccién Ax = z.

A su vez, una forma de aproximar el problema anterior es usar penalizacion del tipo
o 1
Minimizar ||F " x||; + 5 |Ax — 7| sobre todos los x € RV,

donde A > 0 es un parametro que modela cuanta preferencia al ajuste Ax = z se tiene sobre la parsi-
monia de F " x. La ventaja de este tltimo problema es que no tiene restricciones adicionales.

1.2.2. Mercado de uso de suelo

Consideremos una ciudad con n zonas y m tipos de hogares que buscan localizarse, indexados
pori€{l,....n}yhe{l,...,m}, respectivamente. Para cada zona i € {1,...,n} y tipo de hogar
he{l,...,m}, denotamos S; la oferta inmobiliaria en la zona i y Hj, el nimero de hogares de tipo &
que buscan localizarse. Por simplicidad, supondremos que el mercado estd en equilibrio, es decir, que
hay tantas casas disponibles como hogares a localizarse en la ciudad. Esto se representa en términos

matematicos como sigue:
m

Zsi: Hh7
j 1

i=1 h=
Por otra parte, supondremos que se conocen las preferencias de cada tipo de hogar en cada zona.
Mas precisamente, tenemos acceso a Cp; que es una medida de utilidad percibida por un hogar tipo
he{l,...,m}enlazonai€ {l1,...,n}. En este problema se busca una localizacién de hogares en
zonas tal que se maximice la utilidad total de los hogares y se satisfagan las restricciones de oferta y
demanda. M4s precisamente, el problema es

n m

(
Maximizar Y )" CyiXp; sobre 10s X € Miy(R)
i=1h=1
tales que Y Xni=Hp, Vh=1,....m

Zl:thl’:Si; VZ:L?n
\ Xijz()?\v/i:l?"'?n’7vh:17""m'
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La componente X;; de la matriz X € M,,,,(R) representa en este caso la cantidad de hogares
tipo h que se localizan en la zona i. Este es problema se puede formular como un problema de
programacion lineal y puede ser resuelto por el método simplex. Las soluciones de este tipo de
problemas se encuentran en los extremos del poliedro que generan las restricciones lineales y son
altamente sensibles a los valores de las utilidades de la matriz C, pudiendo pasar Xj; de 0 a Hj, si
Cpi pasa de no ser el maximo valor entre Cpy,...,Cpy a serlo, por ejemplo. En el caso en que existe
incertidumbre en la estimacion de las utilidades, en la literatura es ampliamente utilizado agregar una
penalizacion entrdpica, obteniendo el problema

n m
1
Maximizar Z Z CriXni + XX/1i(log(Xhi) — 1) sobre los X € M, «,(R)
i=1h=1

talesque Y7 Xy =Hp, Yh=1,....m
Yol Xni=Si, Vi=1,....,n

La funcién X — — Y7 | Y7 | Xpi(log(Xp;) — 1) estd muy relacionada con la entropia de Shannon
que mide el nivel de incertidumbre de variables aleatorias. Esta modificacién permite evitar grandes
cambios de la solucién a modificaciones menores de las variables Cy;. Este problema serd objeto de
estudio en este curso.

1.3. Funciones a valores en RU {+c}

En el andlisis que llevaremos a cabo en la primera parte del curso serd conveniente considerar
funciones cuyos valor pertenecen a la recta Real (superiormente) extendida R U {+o0} = (—oo, 400
y no solamente en R = (—oo, 4o0). La principal ventaja de hacer esto se describe a continuacion:

Definamos 8g : X — RU {40}, la funcion indicatriz del conjunto S, via

0 xes,

fs(x) = +oo x ¢8.

Usando la convencién
O+ (+00) = (+o0) + 0 = +oo, VacR

tenemos que

val(P) = inf {f(x) + ds(x)}.
xeX

De esta manera, el problema (P) se puede formular como un problema sin restricciones, pero con una
funcidn objetivo a valores en la recta Real extendida. Esto permite tratar problemas de optimizacion
abstracta de una forma unificada, independiente del conjunto de restricciones S, cuya informacién
estard incluida implicitamente en la funcion objetivo.

1.3.1. Definiciones basicas

El estudio de problemas de optimizacién con funciones objetivo a valores en la recta Real ex-
tendida debe ser manejado con cuidado. En particular, nuevas definiciones y convenciones tienen
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Capitulo 1 Introduccion a la Optimizacion

que ser introducidas. Por ejemplo, dada una funcién f : X — R U {40}, su dominio efectivo es el
conjunto

dom(f) :={x e X | f(x) < oo}.
Ademas, diremos que f : X — RU{+oo} es propia si dom(f) # 0.

En lo que sigue, y a menos que se diga otra cosa, asumiremos que la funcién objetivo tiene
valores sobre la recta Real extendida, es decir, f : X — RU{+e}. Ademas, obviaremos la presencia
de restricciones, las cuales asumiremos se encuentran implicitamente definidas en la estructura de la
funcioén objetivo via la relacion

S = dom(f).

Bajo estas circunstancias tendremos que
infx (f) := val(P) = fg}t;{f(x) | xedom(f)} y argming(f):=sol(P).
X

El conjunto de nivel inferior (o subnivel) de pardmetro y € R de una funcién f : X — RU{+}
estd dado por

Dy(f) = {xeX] fx) <7}

y su epigrafo es el subconjunto de X x R dado por

epi(f) := {(x,A) € XX R f(x) <A}

Figura 1.1: Subniveles y epigrafo de una funcién



Funciones a valores en RU {+oo} Capitulo 1

1.3.2. Convenciones algebraicas

Dados o > 0 y funciones f, g : X — RU {400}, para darle sentido a la expresioén f + oig introdu-
cimos la siguientes reglas algebraicas en R U {+e} que generalizan las conocidas en R:

1. (4o)+ 0= 0+ (+00) = +oo, para todo ot € RU{+o0}.
2. - (4o0) = (+00) - O = o0, para todo o > 0.
3. 0-(4o0) = (40)-0=0.

Observacion 1.2. Bajo estas condiciones el producto no es continuo en el sentido que si 0 — O
and Br — B, con a,B € RU {400}, uno no tiene necesariamente que oy — a.



CAPITULO 2

Existencia de minimos

Hasta el momento no hemos necesitado mayor estructura sobre el espacio X, pero para asegurar
la existencia de minimos y para el resto del curso trabajaremos en el contexto de espacios de Hilbert
(X, (-, -}). Recordemos la definici6n y algunas propiedades de los espacios de Hilbert estudiadas en
MAT?225: Andlisis 1.

2.1. Espacios de Hilbert

Sea X es un espacio vectorial. Un producto interno para X es una funcién (-, -): X x X — R
bilineal, simétrica y que satisface, para todo x # 0, (x,x) > 0. Bajo estas condiciones, la funcién
| -1: X = [0,400[: x — y/(x, x) define una norma para X. Si (X,||-||) es un espacio vectorial
normado completo (Banach), se dice que (X, (-, -)) es un espacio de Hilbert.

Lema 2.1 (Teorema de Representacion de Riesz). Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilbert y sea X* =
{l: X =R : leslineal y continua} el dual topoldgico de X. Entonces

(VeX*)(FzeX) L=(z,").

El teorema de representacion de Riesz permite identificar a X* con X y hace a X un espacio
reflexivo.

En un espacio de Hilbert (X, (-, -)), aparte de la topologia de la norma o topologia fuerte (de-
notada 7)), es comtn considerar la topologia débil, denotada (X, X*) (también denotada (X, X)

gracias a la identificacién producto del Teo. Riesz). Esta es la topologia menos fina (con menos
abiertos) que mantiene la continuidad de la familia de funciones en X*. De su definicidn, es claro
que 6(X,X) C 7). y se puede probar que A € 6(X,X) si y sélo si

Vx€eA, Ixy,....xp€X, Ie>0, {yeX||[{(xi,y—x)| <g Vi=1,...,n} CA.
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Semicontinuidad inferior Capitulo 2

Recuerdo : Convergencia en espacios de Hilbert
Dada 7 € {7).|,6(X,X)}, una sucesion {x, },en y x en X, se define
xp—xenT & (VYU e N;)(TngeN)(Vn>ng) x,€U,

donde U € A siysblosixeU € 7.
En particular, si 7 = flﬂ,H, x, — x en 7 se denota simplemente como x;,, — x, se dice que
{Xn tnen converge fuertemente a x y se tiene

Xn—x & xy—x| —0.

Por otra parte, si 7 = 6(X,X), x, — x en 7 se denota como x, — x, se dice que {x,} en
converge débilmente a x y se tiene

m—x & (WeX) (y,x,)— (y,x).

Recordamos que un conjunto C es cerrado para 7 € {7}, 6(X,X)} siysolosi X \C=C€ T (es
abierto). Mientras que la topologia 7). es metrizable (considerando d: (x,y) ~ [[x—yl|), la topologia
débil 6(X,X) no es metrizable, lo que dificulta la caracterizacion de cerradura via sucesiones.

Recuerdo : Cerradura en espacios de Hilbert

Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilbert y T € {7).,6(X,X)}. En general, se tiene que si C C X
es cerrado en 7 entonces

(V{xu}nen CC) [xy—xenT = xeCl].

En particular, si 7 = 7}, en vez de C cerrado en 7 decimos que C es cerrado fuerte y si
T = o(X, X) decimos que C es cerrado débil. Como 7. es metrizable, se tiene la equivalencia

C escerrado fuerte < (W{xutpen CC) [x, > x = x€C].

2.2. Semicontinuidad inferior

Las topologias definidas més arriba nos permiten definir la semicontinuidad inferior, que es el
primer ingrediente para obtener existencia de minimos.

Definicion 2.1. Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilbert y sea f : X — RU {400} una funcion. Se dice
que f es semicontinua inferior respecto a la topologia T € {G(X,X),‘Zﬂ,u} (abreviado T-s.c.i. o
simplemente s.c.i. si la topologia es clara del contexto) si y solo si todos sus conjuntos de nivel
inferior son cerrados para ‘I o, equivalentemente,

(vreR) X\ eT.

Como recordamos mas arriba, la topologia débil tiene menos abiertos que la topologia fuerte, i.e.,
6(X,X) C 7} Por lo tanto, toda funcién 6(X, X)-s.c.i. es 7| -s.c.i. pero la reciproca no es cierta.
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Capitulo 2 Existencia de minimos

La semicontinuidad inferior se estudia en ciertos cursos usando un enfoque puntual, es decir, se
define para cada punto; esto contrasta con Definicion 2.1 que esta escrita como propiedad global de
la funcién. En particular, puede ser familiar al lector la siguiente definicién para funciones definidas
sobre los nimeros reales: f : R — R es semicontinua inferior en x € R si y s6lo si

£(x) < liminf £(y) == sup fnf {£(x) | y € (x—e.x+e)}.

e>0Y€

Veremos ahora que este criterio, y otros mds, son definiciones equivalentes para la semicontinuidad
inferior de una funcioén.

Proposicion 2.1. Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilbert, sea T € {7).|,6(X,X)} y sea f: X — RU
{+o0} una funcion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) fesT-s.c.i..
(ii) VZye R, {xeX| f(x) >y} eT.

(iii) Yx € X, f(x) <liminf f(y) := sup inf f(y)
y—x AEMyeA

(iv) Vx € X, Vy < f(x), JAy € N; tal que Yy € Ay tenemos que f(y) > .
(v) epi(f) es cerrado para la topologia ‘T x ‘Ig, donde ‘I es la topologia usual de R.
Demostracion. La demostracién se descompone en varias partes’:

» (i) <= (ii) Trivial, por definicién.

(if) = (iii) Seax € X y Y € (—oo, f(x)) tenemos que A = {y € X | f(y) > v} € A; ya que
A € T por (i) y x € A. De este modo, y < liminf,_,, f(y). Como lo anterior es vélido para todo
v < f(x), hacemos y — f(x) y concluimos el resultado.

w (iii) = (iv) Seax € X y y € (—oo, f(x)). Por (iii), tenemos que Y < sup inf‘f(y). Usando la
AenGYE
definicién del supremo tenemos que existe A € Aj; tal que Y < in£ f(y), de donde concluimos
e

facilmente.

» (iv) = (v) Tomemos (x, ) ¢ epi(f), lo que equivale a A < f(x). Consideremos v € R tal que
A <7y < f(x). Luego (iv) implica la existencia de Ay € A tal que Vy € Ay, f(y) > v, de modo
que (y,Y) ¢ epi(f). Se sigue que Ay x (—oo,y) y epi(f) son disjuntos, y como Ay x (—oo,y) €s
un abierto para la topologia 7' x T que contiene al punto (x,A), concluimos que X\ epi(f) es
abierto, y por lo tanto epi(f) es cerrado.

» (v) = (i) Como I'y(f) x {7} se puede escribir como la interseccién de epi(f) con X x {7},
deducimos que I'y(f) x {y} es cerrado en X x R, y de aqui que I'y(f) es cerrado.

]

'La demostracion es valida para espacios topolégicos generales con la misma Definicion 2.1.
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Compacidad Capitulo 2

Ejemplo 2.2.1. Consideremos la funcion f : R — RU{+eo} definida por

£ = {0 sixe[—1,1]

+oo  sino
Notemos que epi(f) = [—1,1] x [0, 4o0), este iiltimo siendo un conjunto cerrado de R?, implica que
f es s.c.i.. Notemos ademds que T'y(f) = [—1,1] siy>0yIy(f) =0 s5iy <0, siendo en ambos casos

conjuntos cerrados de R.

2.3. Compacidad

El segundo ingrediente para obtener existencia es la compacidad, que recordamos ahora.

Recuerdo : Compacidad en espacios de Hilbert

Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilbert y 7 € {6(X,X), 7} }. Un conjunto K C X es compacto
en 7 si todo recubrimiento de abiertos en 7 tiene un subrecubrimiento finito o, equivalente-
mente, si satisface

(PIF) {(V(Fa)(xe A subconjuntos cerrados de K para‘7T)

[(VI - A ﬁnltO) mae]F(x # 0 = m(xeAFa 7£ 0]

En general, todo conjunto compacto en 7 es cerrado en 7. Ademads, si K es compacto en 7
y C C K es cerrado en ‘7, entonces C es compacto en 7. Por otra parte, se dice que K C X
es secuencialmente compacto en ‘T si y s6lo si para toda sucesion {x,},cn C K, existe una
subsucesion {x,, }ren y x € K tal que x,,, — xen 7.

En particular, si 7 = 7, K C X es secuencialmente compacto si y sélo si K es compac-
to, equivalencia vélida en topologias metrizables gracias al teorema de Bolzano-Weierstrass
(Teorema 2.3.4 en Apunte Anélisis I, MAT225). En este contexto, todo conjunto compacto es
acotado y cerrado fuerte, pero la reciproca no es cierta.

Por otra parte, si 7 = (X, X), K C X es secuencialmente compacto si y sélo si K es compacto
gracias al teorema de Eberlein-Smulian, valido en espacios de Banach (ver Dunford-Schwartz,
Parte I, p. 430). Ademads, ambas nociones de compacidad son equivalentes a que K sea acotado
y cerrado débil, gracias al teorema de Alaoglu.

Lema 2.2 (Teorema de Alaoglu en Hilbert). Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilbert. Entonces
toda sucesion acotada tiene una subsucesion que converge débilmente.

Demostracion. Ver Apéndice. O

2.4. Teorema de Weierstrass-Hilbert-Tonelli I

Con estas definiciones y recuerdos en mano podemos enunciar el teorema basico de existencia
de minimos.

12



Capitulo 2 Existencia de minimos

Teorema 2.1 (Weierstrass-Hilbert-Tonelli I). Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilbert, T € {6(X,X), || }
y f: X = RU{+oeo} una funcion propia T-s.c.i. Supongamos que Iyo > infx (f) tal que T'y,(f) es
compacto en ‘T. Entonces, infx(f) € R y argminx(f) # 0.

Demostracion. Haremos dos demostraciones: una topoldgica y otra usando el método directo. Pri-
mero, sea v = infx (f) y notemos que v € RU {—oo}, puesto que f es propia.
Dem. topolégica: Dado que I'q(f) C Ig(f), si & < P, tenemos que

argming(f) = () Ty(f)= [] Ty(f)
YEID,+oof YEI Yol

Como f es T-s.c.i. y, para todo Y € |V, o[, [y(f) C I'y,(f) se tiene que (I'y(f))ye)s,y,[ SON conjuntos
compactos que ademas, por la definicién de v como infimo, son no vacios. Mds auin, dados vy, ...,Y, €
R, con y=min{yy,..., Y, } > V tenemos que

Ty (f) =Ty(f) #0.
i=1

Por (PIF) concluimos que argming(f) = [\ Iy(f) # 0. A posteriori, se concluye que si X €
’Ye(‘Z'YO)
argming(f), entonces f(X) < infyex f(x) < f(%), de donde f(x) =V € R.
Dem. con método directo: Construimos primero una sucesion {x, },cny minimizante para f, es
decir, una sucesion tal que f(x,) — V con x, € I'y,(f) para todo n € N. Si V > —co, la definicién de
infimo implica la existencia de una sucesién {x, },cn de X tal que

_ - Yo—V
vneN) v< <V .
(¥ eN) V< fl) <9+ 20
Por otra parte, si V = —eo tomamos x, € X tal que f(x,) < min{—n,Yo} (a posteriori veremos que

este caso no puede ocurrir). Luego, tenemos que

fOn) =V oy flx) <.

En particular, x,, € 'y, (f), que es secuencialmente compacto en 7 (ver recuerdo de compacidad). Se
sigue que podemos extraer una subsucesion {x,, }ren y X € I'y, (f) tal que x,,, — ¥ en 7. Luego, dado
A € NG, existe kg € N tal que {xp, }r>x, C A, de donde

y1r€1£f( y) < klilf;)f(xn ) < kil;%kmlf flxn) = 11m1nff(xnk)

Ademds, notando que f(x,,) — V, la semicontinuidad inferior de f en 7 y la Proposicion 2.1(iii)
implican que

V< f(x) < sup inf f(y) < llmlnff(xnk) = hm f(xnk) V.
De aqui concluimos que f(X) =V > —eo. O

Una propiedad de las funciones que se relaciona con la compacidad de los conjuntos de nivel en
algunos casos es la coercividad.
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Definicion 2.2. Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilbert. Una funcion f : X — RU{+eo} se dice coerciva
siy solo si
lim f(x) = H-oo.
¢l =

Ejemplo 2.4.1. Consideremos p € Ny la funcion f, : R — R dada por
fr(x)=xP, VxeR

Luego, tenemos que f, es coerciva si'y sélo si p es par’y p # 0. En efecto, si p =0, entonces f,(x) =1
para todo x € R y por lo tanto no puede ser coerciva. Por otro lado, si p > 0 es par, entonces

fr(x)=xP =|xP > |x|, VxeRtalque|x| > 1.
Finalmente, si p > 0 es impar tenemos que p — 1 es par
fo(x) =xF = [x|P"'x, VxeR.
De aqui obtenemos que f, no puede ser coerciva pues

lim X) = —oo,
i (x)

De la Definicién 2.2 es facil probar que todos los conjuntos de nivel de funciones coercivas son
acotados. Por lo tanto, si se demuestra que la funcion es (X, X)-s.c.i., todos los conjuntos de nivel
seran compactos en 6(X, X) al ser cerrados y acotados (ver recuerdo de compacidad) y la existencia
de soluciones estard garantizada por el Teorema 2.1.

Caso dimension finita

Cabe recordar que, en el caso en que X es de dimension finita, la topologia débil y la topologia de
la norma (o fuerte) son equivalentes. En efecto, la inclusién 6(X,X*) C 7)) es clara de la definicién
pues con 7). la familia de funcionales lineales continuos es continua y 6(X,X*) es la topologia con
menos abiertos que logra lo mismo. Para la inclusion reciproca, supongamos por simplicidad y sin

perder generalidad que X =R"y ||- || = || - || : x+> mdx;—1 _,|x;| (pues las normas son equivalentes),
sea A € 7, y sea x € A. Como las bolas son una base de 7., existe € > 0 tal que Bgrn(x,€) C A.
Fijando x7, .. .,x,, como los vectores canénicos de R", se tiene que si y € R" cumple

(2.1) (Vie{l,...,n}) |yvi—xi|=]{x7,y—x)| <§,

se tiene y € Bprn(x,€) C A y luego A € (X, X*). Notemos que la dltima inclusion es sélo valida en
dimension finita, ya que si la dimension de X fuese infinita, no se puede incluir en una bola una
interseccion finita de “franjas” del tipo

ﬁ;‘/lZI{y€)(| |<x;k7y_x>| <8}7

ya que es un conjunto no acotado.

14
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2.5. Ejercicios

1. PROBLEMA DE MODELAMIENTO MATEMATICO

Una fabrica realiza 3 componentes A, B y C usando la misma manera de producir para cada
uno de ellos. Una unidad de A toma 1 hora en producirse, una unidad de B toma 0.75 horas en
producirse y una unidad de C toma 0.5 horas. Ademas C debe ser terminado a mano tomando
0.25 horas por unidad. Cada semana la produccién no a mano no debe sobrepasar las 300 horas
y la hecha a mano no debe superar las 45 horas. Las componentes son finalmente juntadas para
hacer 2 productos finales. Un producto consiste de 1 unidad de A y 1 de C, y se vende a $ 30,
mientras que el otro producto consiste en 2 unidades de B y una de C, y se vende a $ 45. A
lo mds 130 unidades del primer producto y 100 del segundo se pueden vender cada semana.
Plantee el problema de programacion lineal en 2 variables y resuélvalo graficamente.

2. PROBLEM MAX-CUT Y LA PROGRAMACION SEMI-DEFINIDA

Dado un grafo G = (V,E) con pesos positivos en los arcos, el problema consiste en encontrar
una coleccion de nodos W C V, de forma tal que la suma de los pesos de los arcos que tienen
un extremo en W y el otro en V \ W sea maxima.

Sea V ={vi,...,v,} y supongamos que los pesos en los arcos del grafo estdn representadas
por una matriz C € M, ,(R) que satisface

Cij>() si (V,’,Vj)GE
Cij=0 sino

Dado que la condicion (v;,v;) € E es equivalente a (v;,v;) € E, tenemos que C es una matriz
simétrica. Supongamos ahora que tenemos una colecciéon de nodos W C V, luego la suma de
los pesos de los arcos que tienen un extremo en W y el otro en V \ W

Consideremos ahora la variable de decision que representa a la coleccion de nodos W C V

1 siv;e W, .
Xi = ) Vi=1,...,n.
-1 siv;eV\W,

Notemos que x;x; = —1 siy solo si
(V,’GW/\VJ'EV\W) V (V,‘GV\W/\VJ'GW).

El problema se formula como sigue

n 1 — xix:
(P)  Maximizar Z Cij (%) sobre los x € R" tales que xl-2 =1,Vi=1,...,n.
i,j=1

Este problema es NP-duro (es decir, es muy dificil de resolver y no se sabe si se puede resolver
en tiempo polinomial), por esta razén muchas veces se prefiere resolver un problema relajado.

Para esto se considera que las variables x1,...,x, ahora son vectores (no nimeros reales)
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Ejercicios Capitulo 2

& 1—xx;
(P,) Maximizar )’ G;; (sz> sobre los x € R" tales que ||x;||> =1, Vi=1,...,n.
ij=1

El problema (P,) parece igual de dificil que (P), pero esto no es asi. De hecho, (P,) se puede
resolver en tiempo polinomial (en general de forma eficaz). En efecto este problema se pue-
de escribir como un problema de programacién lineal en el espacio S’ (R), de las matrices
simétricas y semi-definidas positivas de dimension 7, es decir, un problema de programacién
semi-definida.

a) Denotemos por S" el espacio de matrices simétricas de dimensiéon n. Muestre que la
funcioén (-,-) : S" x S" — R definida por

(A,B) =tr(AB),  VA,B€S"

es un producto interno sobre S” y que por lo tanto (S",(-,-)) es un espacio de Hilbert.

b) Considere la matriz de Gram asociada a una coleccién de vectores {xi,...,x,}
T
P € M,«,(R) con P;; = x; x;.

Muestre que P € S".(R), con P =X ' X, donde X = [x; ...x,] € M, (R).

¢) Formular el problema (P,,) como un problema de programacion semi-definida.

3. PROPIEDADES DE FUNCIONES S.C.I.

Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilbert y { fy}qea una familia arbitraria no vacia de funciones 7 -
s.c.i. definidas sobre X, es decir, para cada o € A tenemos que fy, : X — RU{+} es T-s.c.i.,
con T € {7),0(X,X)}.

a) Pruebe que sup(fy) es 7 -s.c.i., donde
acA

sup (fa)(x) = sup{fu(x) | G € A}, VxeX.

acA

Indicacion: Demuestre que epi(sup fo) = ﬂ epi(fu)-
aEeA AEA
b) Suponga que A = {0,...,a,} con n € N dado. Demuestre que rrln’n fo; Y Ximy fo; son
i=1,...n

ambas 7 -s.c.i., donde

.l’Illl/n (fo,)(x) :=min{fo, (x),..., fo,,(x)}, VxeX.

i=1,....,n
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PARTE I

TEORIA GLOBAL DE OPTIMIZACION

Caso Convexo

Resumen. En esta parte del curso nos enfocaremos problemas de optimizacion conve-
xa, es decir, donde todos los elementos que determinan el problema de interés (funcion
objetivo y restricciones) satisfacen una propiedad estructural llamada convexidad. La
optimizacion convexa tiene el mismo status dentro de la teoria general de optimizacion
que las ecuaciones diferenciales lineales tienen en la teoria general de ecuaciones di-
ferenciales, pues es la base para muchas aplicaciones ya que incluye en particular la
programacion lineal y los problemas cuadraticos.
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CAPITULO 3

Convexidad

Abstract. En este capitulo introduciremos formalmente la definicién de una funcién con-
vexa y conjunto convexo. Presentaremos problemas cldsicos y actuales de optimizacion
convexa tanto en dimension finita como infinita.

3.1. Introduccion

Comenzamos esta parte del curso recordando la definicién de un conjunto convexo en un espacio
de Hilbert (X, (-, -))'. Un conjunto 8 C X se dice convexo siy sélo si

M+ (1-A)yeS, Vx,yeS, VAelo,1].
Ademas se tiene el siguiente lema de accesibilidad que se demuestra en MAT410.

Proposicion 3.1. Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilbert y S C X un conjunto convexo. Entonces, para
todox cintSey¢€S, setiene

(VA€]0,1]) Ax+(1—A)y €intS.
En particular, int S y S son conjuntos convexos.

Una funcién f : X — RU {+eo} se dird convexa si y solo si
fOx+(1=Ny) <M () +(1=A)f(y), YxyeX, VAc[o,1].

De esta desigualdad es directo que, si f : X — RU{+o0} es convexa entonces dom(f) es un conjunto

convexo de X. La clase de funciones convexas es cerrada para la suma y la multiplicacion por escala-

res positivos, y el supremo de funciones convexas es convexo (ver Ejercicio 1). Otras operaciones que

preservan la convexidad pueden verse en los ejercicios del capitulo (ver, por ejemplo, Ejercicio 2).
A continuacion listamos otras propiedades esenciales de funciones convexas.

Proposicion 3.2. Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilberty f : X — RU{+eo} una funcion dada. Luego
f es convexa siy solo si epi(f) es un conjunto convexo de X x R. Ademds, si f es convexa, entonces
se tiene que dom(f) y I'y(f) son conjuntos convexos para cualquiery € R.

Demostracion. Sean (x,u)y (y,m) enepi(f)yseaA € [0,1]. Como f es convexa, se tiene f(Ax+ (1—
Ay) <Af(x)+(1—=A)f(y) < Au+ (1 —A)n, donde la dltima desigualdad proviene de la definicion
de epi(f). Para la reciproca, basta notar que (x, f(x)) y (y,f(y)) estdn en epi(f), por lo que de la
definicion de conjunto convexo en X X R se deduce la desigualdad de convexidad. La convexidad de
Iy(f) es directa de la definicién (ejercicio). O

IEsta parte es valida en contextos mucho mds generales como espacios vectoriales topolégicos localmente convexos.
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Como mencionado anteriormente, en esta parte del curso nos centraremos en problemas de opti-
mizacion convexa. Nuestro problema modelo de optimizacién

(P) Minimizar f(x) sobre todos los x € X que satisfacen la restriccién x € S

se dird convexo si S es un subconjunto convexo de X y la funcién f: X — RU {40} es convexa.

3.2. Ejemplos de problemas convexos

3.2.1. Problemas lineales

El problema de programacion lineal y programacion semi-definida son ejemplos de problemas
convexos. En efecto, los costos, al ser funciones lineales son también funciones convexas. Ademas,
el conjunto de restricciones son poliedros convexos en R" y S”, respectivamente.

3.2.2. Problema lineal cuadratico - tiempo discreto

Esta clase de problemas, el primero en dimension infinita que mencionaremos, consiste en mini-
mizar un funcional cuyo argumento es una sucesion generada por una regla de recurrencia lineal

3.1 Xk+1 = Axg + Buy, Vk € N,

Donde A € M,,x,(R) y B € M,x»n(R). El problema consiste en minimizar, para ciertas matrices
simétricas y definidas positivas P € S". | (R) y Q € S, (R), un funcional del tipo

Pl ) = 5 ¥ (4 Pot ] O

k=0

En este caso, el espacio natural para estudiar el problema es X = £, (R") x £>(R™), donde £>(R") es
el espacio de la sucesiones {x;} en RV tales que

Y el? < e,
k=1

3.2.3. Problema lineal cuadratico - tiempo continuo

La version en tiempo continuo del problema lineal cuadritico definido sobre un intervalo [0, 7]
corresponde a minimizar un funcional integral

(x, 1) % /0 ! (x(t)TPx(t) +u(t)TQu(t)) dt

el cual queda bien definido sobre el espacio L2[0,T] x L2 [0, T]. En este caso la recurrencia lineal se
transforma en una ecuacion diferencial parametrizada, es decir,

x(t) = Ax(t) +Bu(t), c.tp.t€]0,T].
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3.3. Minimizacion convexa

Recordemos que el teorema de Weierstrass-Hilbert-Tonelli (Teorema 2.1) requiere compacidad y
semicontinuidad inferior para una misma topologia. Mientras que la semicontinuidad inferior es mas
facil de verificar en la topologia fuerte 7). que en la topologia débil 6(X,X), la compacidad es mas
dificil de obtener en la topologia fuerte que en la débil, dado que en esta dltima hay menos abiertos.
De ese modo, si elegimos la topologia débil para facilitar 1a compacidad de algun conjunto de nivel,
verificar directamente la semicontinuidad inferior de una funcién con respecto a esta topologia puede
ser muy dificil. Es aqui donde la convexidad juega un rol importante.

Antes de continuar con el estudio de funciones convexas y aplicaciones a la optimizacion, re-
visaremos una herramienta fundamental del Andlisis Convexo, la cual se refiere a la separacién de
convexos: el teorema de Hahn-Banach geométrico.

Recuerdo : Teorema Geométrico de Hahn-Banach

La idea bésica de la version geométrica del teorema de Hahn-Banach es que conjuntos con-
vexos, no vacios y disjuntos, se pueden separar por un hiperplano. Si alguno de los conjuntos
resulta ser compacto y el otro cerrado, entonces la separacion puede entenderse en un sentido
estricto. En la Figura 3.1 hemos bosquejado interpretaciones geométricas de este teorema. El
dibujo de la izquierda muestra la separacion cuando uno de los conjuntos es abierto y el dibujo
de la derecha un caso de separacion estricta.

Lema 3.1 (Hahn-Banach I). Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilbert. Sean A,B C X dos subcon-
juntos convexos no vacios 'y disjuntos.

(i) SiA es abierto entonces existen x* € X\ {0} y a € R ral que

(x*,a) <a,YacA y (x*,b)>a,VbeB.

(ii) Si A es cerrado y B es compacto, entonces existen x* € X\ {0}, a« € Ry € > 0 tales que

(x;a) <o—¢,Va€eA y (x",b)>o+e, Vb<EB.

3.3.1. Funciones convexas, semi-continuidad inferior y existencia

En general, sabemos que un conjunto cerrado para 6(X,X) es también un conjunto cerrado para
la topologia fuerte 7). En consecuencia, si una funcion es 6(X,X)-s.c.i. entonces serd s.c.i para
la topologia fuerte. Una consecuencia importante del teorema de Hanh-Banach (Lema 3.1) para
nuestros propositos es que, para funciones convexas, la semi-continuidad inferior para la topologia
fuerte es indistinguible de la semi-continuidad inferior para la topologia débil o(X, X).

Proposicion 3.3. Sea (X,(-,-)) un espacio de Hilbert y f : X — R U {+4oo} una funcion propia
convexay ‘IH,H—s.c. i.. Luego se tiene que

(VxeX) f(x)=sup{h(x)| h:X— R esunafuncion afin continua en X tal que h(x) < f(x)}.
Ademds, f es 6(X,X)-s.c.i.
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Figura 3.1: Teorema de Hahn-Banach

Demostracion. Como f es convexa, s.C.i. y propia, se sigue que su epigrafo es convexo, cerrado y
no vacio. Definamos

(3.2) (vxeX) g(x):=sup{h(x)| h:X— R esuna funcién afin continua en X tal que 1 < f}.

Por definicion se tiene que g < f. Para demostrar la igualdad, por la definicion del supremo basta
probar

(3.3) (Vx € X)(Vr < f(x))(3h: X — R afin continuaen X tal que 2 < f) r < h(x).
Fijemos x € X'y separemos la demostracion de (3.3) en dos partes.

1. Supongamos que x € dom(f). Sea r < f(x) < +oo. Luego (x,r) ¢ epi(f) y gracias al Teorema
Geométrico de Hahn-Banach (Lema 3.1), existen (x*,s) € X x R\ {(0,0)} y o € R tales que

(3.4) (x*x) +sr<a< (x*,y)+sh,  Y(y,A) € epi(f).

En particular, como (x, f(x)) € epi(f), concluimos de (3.4) que s(r — f(x)) < 0 de donde s > 0.
Dividiendo en (3.4) por s > 0, se obtiene

1 o 1 .
(35) E<x*7x_y>+r<___<x>k7y>§}\'7 V(y,?»)Eepl(f),
h(y)
y definiendo la funcién afin : y — $ — %(x* ,¥), se concluye que & < fy que r < h(x).

2. Supongamos que x ¢ dom(f)y sear < +o0 = f(x). Se tiene que (x,r) ¢ epi(f) y, al igual que en
la parte anterior, por Hahn-Banach se tiene (3.4). Notemos que si s < 0 tomando (y,A) € epi(f)
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R

epi f

H={(yA) eXxR|(x*,y)+sA=a}

y haciendo A — oo se contradice (3.4). Si s > 0, la funcién affn h: y— & —1(x* | y) satisface
(3.3) al igual que en la parte anterior. Finalmente, si s = 0, tenemos que

(x",x) <a< (xy), Vyéedom(f).

Sea /1 : X — R una funcién affn continua tal que & < f, cuya existencia estd garantizada por la
primera parte pues f es propia. Luego para todo k € N e y € X se tiene que

FO) = h(y) = h(y) = h(y) + k(o= (x7,y)),
pero hy(x) — oo cuando k — +oo. Por lo tanto f(x) = g(x) = +oo.

Finalmente, notemos que (ver Ejercicio 3 - Capitulo 1)

epi(g) = N epi(h).

{h:X—R afin continua con h<f}

Ahora bien, dado que el epigrafo de una funcién afin continua es cerrado para la topologia débil
6(X,X), se tiene entonces que epi(g) es cerrado para la topologia débil 6(X, X). En otras palabras,
g es 6(X,X)-s.c.i. lo cual termina la demostracion. O

En vista del resultado anterior podemos presentar una nueva version del teorema de existencia de
minimos de Weierstrass-Hilbert-Tonelli, especializada para el caso convexo.

Teorema 3.1. [Weierstrass-Hilbert-Tonelli II] Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilberty f : X — RU
{+oo} una funcion propia convexa 'y I.-s.c.i. Supongamos que Iy > infx(f) tal que Ty (f) es
acotado. Entonces, infx(f) € R y argminx(f) # 0.

Demostracion. Como f es convexa y 7). -s.c.i., la Proposicién 3.3 implica que f es (X, X)-s.c.i.,
de donde I'y,(f) es cerrado débil. Como ademads I'y,(f) es acotado por hipétesis, es compacto débil
(ver recuerdo de compacidad). Por lo tanto, aplicando el Teorema 2.1 se concluye el resultado. [

En el teorema anterior la convexidad juega un rol esencial, pues permite conectar la semi-continuidad
inferior para las topologias fuerte y débil.
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3.3.2. Unicidad de minimizadores

Hasta el momento hemos hablado de existencia de minimizadores, pero no hemos mencionado
cudntos pueden haber. Veremos ahora que en optimizacion convexa hay solo tres posibilidades: (i)
hay una cantidad infinita no numerable de minimizadores, (ii) existe un tinica solucién éptima, o bien
(ii1) no hay solucién del todo. Esto es consecuencia directa de la siguiente proposicion.

Proposicion 3.4. Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilberty f : X — R U {+e} una funcion propia y
convexa. El conjunto de minimizadores de f:

argming(f) :={x e X| f(x) < f(x), VxeX}
es convexo. Mds atin, si suponemos ademds que f es estrictamente convexa, es decir,
FOx+(1=2)y) <Af(x)+(1=2)f(y), VYx,yeX, x#y VAe(0,1).
entonces argminx (f) contiene a lo mds un tinico elemento.

Demostracion. Sean X e y en argminy(f) y sea A € [0, 1]. Entonces, para todo z € X, por convexidad
y definicién de minimo se tiene

SAE+(A=1)9) <A )+ =A)f(F) <Af(2)+ (1 =1)f(2) = f(2),

de donde Ax+ (1 —A)y € argminx (f), y luego argminx ( f) es convexo. Para la unicidad, si asumimos
que X # y, como se tiene f(X) = f(¥), la convexidad estricta implica

fOx+(1=M)7) <M )+ (1 =N () = f(X) = F(7),
por lo que ni X ni y pueden ser minimos, lo que nos lleva a una contradiccién y a la conclusién. [

Notemos que el teorema anterior implica que en el caso de haber mas de un minimo, digamos i
y X2, entonces todos los elementos del segmento

71,5 = (A% + (1 - )% | Ae0,1]}

son también minimos, lo que implica que argminx (f) es un conjunto infinito no numerable.
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3.4. Ejercicios

1. ALGEBRA DE FUNCIONES CONVEXAS Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilbert y {fy}qca una
familia arbitraria no vacia de funciones convexas definidas sobre X, es decir, para cada o € A,
fa : X — RU{+oo} es convexa.

a) Pruebe que sup(fy) es convexa.
aEA

b) Suponga que A = {a,...,0,} con n € N dado. Demuestre que para todo uj,...,u, >0
se tiene que )" | u;fo; €s una funcién convexa.

2. Sean (X,(-,-)) e (Y,(-,)) espacios de Hilbert, sea @: X x Y — RU{+co} una funcién con-
vexa y definamos
fi: X—= RU{4oeo}: x+— in‘f((p(x,y).
ye

Demuestre que f es convexa.

3. CRITERIOS ALTERNATIVOS DE CONVEXIDAD

Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilbert y f : X — R U {+eo} una funcién propia.

a) Demuestre que f es convexa si y s6lo si para todo xi,...,x, € Xy A1,..., A, € [0,1] se
tiene que
n n n
=1 = f (Z lixi) < Y Nif (x)
i=1 i=1 i=1

b) Suponga que X =R y sea f : R — R una funcién continua que satisface la desigualdad
siguiente:
1

f(@fﬂ

x+h
/ )y, x€R, h>0.
x—h

Pruebe:

1) El méaximo de f en un intervalo cerrado [a,b] es alcanzado en a o en b.

2) f es convexa.

(x—a)f(b) - (x—b)f(a)

5 y muestre que f(x) < L(x).
a

Indicacion: Considere L(x) =

4. FUNCION CUADRATICA

Sean A € S"(R), b € R" y ¢ € R. Considere la funcién cuadritica f : R” — R definida por
1
flx)= ExTA)H—bTx—Fc, Vx € R".

= Muestre que si f es acotada inferiormente, entonces A € S} (R). Muestre ademads que f
es convexa (usando el criterio algebraico) y que ademds alcanza su minimo en R".

= Pruebe que f es estrictamente convexa si y s6lo si A € S} | (R).
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5. FUNCIONES MARGINALES

Sean X e Y dos espacios vectoriales. Considere A C X y B C Y dos conjuntos convexos no
vacios. Sea @ : X x Y — RU {400}, una funcién convexa tal que inf{@(x,y) | y € B} > —oo
para todo x € A. Pruebe que la funcién f(x) = inf{@(x,y) | y € B} +84(x) es convexa en X.

6. PROYECCION SOBRE UN CERRADO

Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilbert y sea S C X un subconjunto dado. Definimos la distancia
de un punto x € X a S via la férmula:

dist(x,S) = inf{|[x —s|| | s € S}.
Definimos también el conjunto proyeccién sobre S como sigue
proy(x,S) = {s € S| dist(x,S) = ||lx—s]| }.

a) Muestre que x — dist(x,S) es Lipschitz continua de constante L = 1.

b) Pruebe que si S es cerrado para 6(X, X), la topologia débil de X, entonces el infimo en la
definicion de dist(x,S) se alcanza y ademas proy(x,S) es no vacio para todo x € X.

¢) Pruebe que S es convexo si y sélo si x — dist(x,S) es convexa.
d) Muestre que si S es convexo y cerrado (para la topologia fuerte) entonces proy(x,S) # 0.

e) Demuestre que
1 2
proy(x,8) = ¢ s €S| {y—=s,x—s) < Sfly—s]", vy €S

f) Muestre que si S es convexo, entonces proy(x,S) tiene un tinico elemento y que

proy(x,S)={se€S| (y—s,x—s) <0, Vy € S}.
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CAPITULO 4

Optimizacion convexa diferenciable

Abstract. En este capitulo estudiaremos funciones convexas diferenciables, condiciones
de optimalidad e introduciremos algunos métodos iterativos para encontrar sus minimos.
Haremos especial énfasis en problemas cuadraticos.

La convexidad de una funcién es un criterio algebraico, que puede ser dificil de probar algunas veces.
Comenzaremos este capitulo indicando algunos criterios alternativos para las funciones diferencia-
bles y de paso recordemos algunas definiciones bésica del célculo diferencial.

A lo largo de este capitulo trabajaremos basicamente con funciones f : X — RU{+c} convexas
tales que dom(f) serd un abierto de un espacio de Hilbert (X, (-, -)).

4.1. Criterios de primer orden

Estudiaremos ahora algunos criterios de primer orden que nos ayudardn a determinar si una fun-
cién es convexa o no. Haremos esto usando la nocién de funcion Gateaux diferenciable.

Recuerdo : Funciones Gateaux diferenciables

Supongamos que f : X — RU {+e} es una funcion tal que dom(f) tiene interior no vacio.
Diremos que la funcion f es Gateaux diferenciable en x € int(dom(f)) si
td) —
tim LD =IO oy vaex,

t—0 t

donde 7 : X — R es un funcional lineal continuo, que se conoce como la derivada de Gateaux
de f, la cual admite un representante de Riesz conocido con el nombre de gradiente y denotado
por Vf(x),i.e.,paratodod € X, ¢(d) = (Vf(x),d). Ademas, si X = R", entonces el gradiente
de f puede ser representado a través de las derivadas parciales de f, es decir,

w10 = (200, 240).

Teorema 4.1. Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilberty f : X — RU{+oo} una funcion Gateaux dife-
renciable en dom(f), el cual asumimos es un conjunto convexo abierto de X. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(i) f:X — RU{+Hoo} es convexa.

(ii) f es subdiferenciable, es decir, para todo x,y € dom(f), se tiene f(y) > f(x)+(Vf(x),y—x).
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(iii) Vf es mondtono, es decir, para todo x,y € dom(f) se tiene (Vf(x)—Vf(y),x—y) >0.

Demostracion. Dividamos la demostracion en cuatro partes:

(i) = (if)

(ii) = (iii)

(iii) = (i)

Sean x,y € dom(f) yt € (0,1). De la convexidad de f se deduce

[ty —x) = fx)

t

< fO) = fx).
Luego, haciendo ¢ — 0 obtenemos (ii).

Sean x,y € dom(f). Usando (ii) y luego intercambiando los roles de x e y en la desigualdad se
tienen

fx)=f) <(Vfx),x=y) vy fO)—flx) < (=Vf(),x—y).

Finalmente, sumando ambas desigualdades se obtiene el resultado.

Dados x,y € dom(f) fijos. En vista que dom(f) es abierto, podemos escoger € > 0 tal que
x+1t(y —x) € dom(f) para cualquier € (—¢,1 +¢€). Definamos ¢: R — RU {400} via la
formula

~+oo si no.

o(t) := {f(X-I-t(y—x)) sit € (—e,14¢€)

Como f es Gateaux diferenciable en dom(f), se tiene que ¢ también lo es en su dominio. En
particular, ¢ es derivable en (—¢,1+€) y por lo tanto continua en [0, 1]. Ademds, se tiene que
¢'(t) = (Vf(x+1t(y—x)),y—x) para cualquier t € (—¢,1+€). Notemos que si —&¢ < 5 <1 <
1 + € se tiene que

§/(0)—0/(5) = (Vf(z),y—x) = (VF(z) y—x) = —(V(z) = V(z) 21— 2,) 20,

— S

donde z; :=x+1(y—x) y zz :==x+s(y —x), y por lo tanto ¢’ es no decreciente en el intervalo
(—¢&,1+4¢€). Luego se tiene por teorema del valor medio que

(Vt €]0,1]) (3¢ €]0,¢[)

Por lo tanto, si definimos @: ]0,1[— R: 7 +— (¢(¢) — $(0)) /2, se tiene que @ es diferenciable en
0.1y

(Ve€lo 1)) ¢'(t) = — >0,

de donde @ es no decreciente. Finalmente, la convexidad se deduce de que, para todo 7 €]0, 1],

f(x-l—t(y—tx))—f(x) — () <o(1) = £(y) — f(x). 0

Ejemplo 4.1.1. Usando la subdiferenciablidad podemos probar fdcilmente que x — exp(x) es una
funcion convexa. Notemos que la desigualdad de la subdiferenciabilidad es

exp(y) > exp(x) +exp(x)(y —x)
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y se puede re-escribir, fijando z =y — x como
exp(z) > 1 +z.

Esta ultima siendo una desigualdad fundamental de la funcion exponencial estudiada en cursos
bdsicos de cdlculo.

Ejemplo 4.1.2. Usando ahora la monotonia podemos probar fdacilmente que x — —log(x) es una
funcién convexa. Notemos primero que dom(log) = (0,4o0) y que la desigualdad de la monotonia es

(-243) =20

y

la que podemos re-escribir como

(x—y)?

Xy

>0

la cual siempre es vdlida si x,y > 0.

4.1.1. Comentarios sobre la diferenciabilidad en el sentido de Gateaux

En el caso X = R, se tiene que una funcién es Gateaux diferenciable si y solo si la funcion es
derivable, y por lo demas continua. En general, si X # R la diferenciabilidad en el sentido de Gateaux
no implica continuidad de una funcién. Por ejemplo, la funcién f : R* — R definida por

I six,y>0Ax%>y
f(x,y)Z{ .
0 sino

es Géteaux diferenciable en (0,0), con V£(0,0) = 0, pero f no es continua en (0,0). Esto constituye
una de la mayores diferencias entre la diferenciabilidad en el sentido de Gateaux y Fréchet.

Recuerdo : Funciones Fréchet diferenciables

Una funcion f: X — RU{+eo} se dice Fréchet diferenciable en x € int(dom(f)) si es Gateaux
diferenciable y su diferencial V f(x) € X satisface

i 1) = £(3) = (V) )

=0.
h=0 1]

Cuando la derivada de Gateaux es continua se puede concluir que la funcidn es Fréchet diferen-
ciable, como asegura el siguiente resultado.

Proposicion 4.1. Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilbert y sea f: X — RU{ oo} una funcion Gateaux
diferenciable en una vecindad de x € X tal que V f: X — X es continuo en x. Entonces f es Fréchet
diferenciable en x y su derivada de Fréchet es V f(x).

Demostracion. Seae > 0tal que f es Gateaux diferenciable en Bx (x,€), sea h € Bx(x,€) y definamos
¢: t+— f(x+1th). Por Teorema del Valor Medio en R se tiene que existe ¢ €0, 1] tal que f(x+h) —

31



Optimizacion convexa diferenciable Capitulo 4, Section 4.2

f(x)=0(1)—(0) =0¢'(r) = (Vf(x+1th), h). Luego, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se
obtiene
[f(xt+h) = f(x) = (VF), )|
1]

<|Vf(e+th) = Vi) =0

cuando ||A|| — 0 por la continuidad de V f, 1o que concluye el resultado. O

4.2. Criterios de orden superior

Veremos a continuacion un criterio de orden superior para determinar la convexidad de una fun-
cion. Antes de continuar recordemos algunas nociones de derivadas de orden superior.

Recuerdo : Derivadas de orden superior

Una funcién f: X — RU{+eo} se dice dos veces Gateaux diferenciable en x € int(dom(f)) si
f Gateaux diferenciable en una vecindad de x y ademas existe un operador bilineal continuo
y simétrico B : X x X — R tal que

(VhkeX) lfm (Vf(x+1th) —Vf(x), k)

t—0 t

= B(h,k).
Este funcional bilineal continuo se conoce como el diferencial de Gateaux de segundo orden

de f en x y se denota como V2 f (x). Es importante mencionar que en el caso X = R” se tiene
que V2 f(x) puede ser representado a través de la matriz Hesiana de f:

Ry f(X) O f(x) - 07 S ()

Oy [() 05,0 f(0) o 05, (%)

0 f(X) 07, f(x) - 07 f(x)

”

a través de la relacion
(Vh,k e R")  V2f(x)(h,k) =h"Hf(x)k.

Por otro lado, f se dice dos veces Fréchet diferenciable en x si f es dos veces Gateaux dife-
renciable en x y se satisface

i sap LTSGR = VI k) — V1) (.0)|

=0.
h=0 k=1 |||

Teorema 4.2. Sea (X,(-,-)) un espacio de Hilbert y f :X — RU {400} una funcion dos veces
Gateaux diferenciable en dom(f), este iltimo siendo un convexo abierto de X. Entonces, [ : X —
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R U {40} es convexa si y sdlo si el operador V2 f es semi-definido positivo, es decir,
V2f(x)(h,h) >0, Vx€&dom(f), YheX.

Demostracion. Supongamos primero que f es convexa. Sean x € dom(f), h € X y ¢t > 0 tal que
x+th € dom(f), cuya existencia esta garantizada pues dom(f) es abierto. Del Teorema 4.1, se tiene

1(Vf(x+th) —Vf(x),x+th—x)>0.

(Vf(x+th)—Vf(x),h)= A

Luego, dividiendo por ¢ y haciendo t — -0 llegamos a que D? f(x) es semi-definido positivo.

Veamos ahora la implicancia reciproca. Supongamos ahora que D’ f es semi-definido positivo y
sean x,y € dom(f). Usando el mismo argumento que en la demostracion de [(iii) = (i)] del Teorema
4.1, podemos escoger € > 0 tal que la funcién ¢: R — RU{+eo} dada por

0(r) == {f(x+t(y—x)) sit € (—¢ 1+¢)

+oo si no,

es derivable en (—¢,1 4 €). De hecho, dado que f es dos veces Géteaux diferenciable en dom(f) se
tiene que ¢ es dos veces derivable con ¢’ continua en [0, 1]. Usando la regla de la cadena se obtiene
que ¢ (1) = V2 f(x+1(y —x))(y —x,y —x). Luego, como V2 f es semi-definido positivo se tiene que
¢’ es no decreciente, y por lo tanto, la conclusién sigue usando los mismos argumentos que en la
demostracién de [(iii) = (i)] del Teorema 4.1. O

Una ligera modificacion de la demostracion del resultado anterior permite obtener una condicion
necesaria para que una funcidén sea estrictamente convexa.

Teorema 4.3. Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilberty f : X — RU {+oo} una funcion de clase C* en
dom(f), es iiltimo siendo un abierto de X. Si el operador V[ es definido positivo, es decir,

V2f(x)(h,h) >0, Yx €& dom(f), Yhe X\ {0}.
entonces f : X — RU {+oo} es estrictamente convexa.
Demostracion. Ejercicio. 0

Notemos que el converso del teorema 4.3 no es vélido, de hecho la funcién x — x* es estricta-
mente convexa, pero su segunda derivada en x = 0 es nula.

Ejemplo 4.2.1. Consideremos la funcion cuadrdtica f : R" — R definida via

1
flx) = ExTAx —b'x4c, VYxeRM
Donde A €'S", b € R" y ¢ € R. Luego se tiene que V2 f(x) = A y por lo tanto tenemos que f es
convexa si'y solo si A € S| (R). Notemos que si A € S’} | (R) entonces f es estrictamente convexa.
En este caso particular (y no en general) se tiene también que el converso es cierto, es decir, si f es
estrictamente convexa entonces V*f(x) = A € S (R) (ver Ejercicio 4 - Capitulo 3).
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4.3. Regla de Fermat

En vista del Teorema 4.1, tenemos una forma facil de caracterizar minimos de una funcién con-
vexa Gateaux diferenciable, la cual se resume en el siguiente resultado.

Teorema 4.4 (Regla de Fermat I). Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilberty f : X — RU{+oo} una
funcion convexa Gdteaux diferenciable en dom(f), este iiltimo siendo un abierto de X. Luego X € X
es un minimo de f si'y sélo si V f(x) = 0.

Demostracion. Six € X es un minimo de f, entonces

f(E+1h) - f(X)

t

>0

4.1) (Vh € X)(Vt #0)

y pasando al limite cuando t — 0 se concluye (Vf(x), ) > 0. Tomando h = —Vf(x) se deduce
Vf(x) = 0. La reciproca se concluye del Teorema 4.1. O

Es importante mencionar que en el caso convexo la condicién V f(X) = 0 es suficiente y necesaria
para que X sea un minimo. En problemas no convexo, incluso sin restricciones, esto no es, en general,
cierto. Puntos que satisfacen la condicién V f(x) = 0 son llamados puntos criticos de f.

4.3.1. Aplicacion a problemas cuadraticos
Retomando lo visto en Ejemplo 4.2.1 tenemos que si A € S (R) entonces la funcién f: R" — R
dada por
flx)= %xTAx— b'x+c, VxeR",
es convexa. Luego aplicando la Regla de Fermat se tiene que X es un minimo de f siy sélo si la

ecuacion
Ax=b>b

tiene solucidn, es decir, si b € im(A). En particular, si A no es invertible entonces f puede tener
infinitas soluciones (si b € im(A)) o bien ninguna si b ¢ im(A).

1 0

Ejemplo 4.3.1. Consideremos c=0,A = ( 0 0

) yb= (‘1)) Notemos que b ¢ im(A). Por otro lado

f(x1,%2) = x1 —x2

Por lo tanto f(0,k) — —oo si k — 0. De donde concluimos que f no admite un minimo.

Caso estrictamente convexo

Notemos que si A € S"_, (R) entonces A es invertible y ¥ = A~1h. Esto se condice con el hecho
que f es estrictamente convexa y que por lo tanto su minimo es unico. Ademads, la existencia de
minimo también estd asegurada por el teorema de Weierstrass-Hilbert-Tonelli pues f es coerciva
como veremos a continuacion.
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Proposicion 4.2. Sean A € S', _(R), b € R" y c € R. La funcion

1
flx)= ExTAx —b'x+c

es coerciva. Mds aun, si A > 0 es el menor valor propio de A entonces
Ax|? <x'Ax

Demostracién. Como la matriz A es simétrica, admite una descomposicién del tipo A = PDP ' con
D la matriz diagonal con los valores propios reales A; > --- > A, de A y P la matriz cuyas columnas
son los vectores propios ortonormales vy, ..., v, asociados a los valores propios A, ..., A,; notar que
PP" = P"P =1, con I siendo la matriz identidad. Ademads, como A es definida positiva, todos sus
valores propios son (estrictamente) positivos. Mds atin, como vy,...,V, constituyen una base de R”,
para todo x € R”, existen coeficientes reales &y, ..., &, tales que

n
xX= Z&ivi =Py, dondey=(&,...,&,).
i=1
De este modo, |x|?> =x"x= (Py)'Py=y"P"Py=yTy=|y|%. Por lo tanto
T T AT T T/ pT T w 2 2
(Ax) 'x=(PDP'x) x=(DP'x) (P'x)=(Dy) y= Y &> Malyl> = M|,

i=1

de donde se obtiene la coercividad. O]

4.4. Principio Variacional de Ekeland

El Principio Variacional de Ekeland permite construir una Regla de Fermat aproximada en la
ausencia de coercividad. En tal caso, el hecho que la funcién objetivo sea acotada inferiormente es
importante como queda demostrado con el Ejemplo 4.3.1.

Teorema 4.5. Sea (X,(-,-)) es un espacio de Hilbert y f : X — RU {400} una funcion propia,
convexa y s.c.i para la topologia generada por la norma e inferiormente acotada. Consideremos
€>0,A>0yseaxy€ X tal que

(4.2) f(xo) < infx(f) +e.
Entonces, existe un punto x¢ € X tal que
(i) f(xe) < f(x0),
(ii) |lxe —xol| <A,
(iii) f(xe) < f(x)+ 5|lx —xel|, para todo x € X\ {xe}.

Si ademds f Gdteaux diferenciable en dom(f), el cual asumimos es un abierto de X, entonces
|V f(xe)l| < 5 v existe una sucesion minimizante {x;.} en X que satisface

fla) = infx(f) y Vflx)—0.
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Demostracion. Supongamos que A = 1 (en caso contrario basta considerar la norma || - || /A). Defina-
mos la funcién ge: X — RU{+eo}: x— f(x)+€||x — x¢||. Es facil mostrar que g¢ es convexa, s.c.i.
y coerciva, por lo que el Teorema 3.1 implica que el conjunto sol(Gg) es no vacio, donde

(Ge) val(Ge) = fnf ge().

Ademas, como
s0l(Ge) = {x € X ge(x) < val(Ge)} = Fval(Gg)(gS)u

se tiene que sol(Gg) es convexo, cerrado y acotado. De ese modo, como f + 8SO1(GS) es propia, s.c.i.
y coerciva, el Teorema 3.1 implica que existe xg € sol(P;), donde

(Pe) val(P;) = xes{)rll(st) f(x).

Luego, como x € sol(Gg), se tiene que ge(xe) < ge(x) para todo x € X, lo que implica

@3)  inf )+ el —ol| < Flve) + el — ol = gelie) < gelxo) = £(x0) < fnf () +e,

donde la dltima desigualdad corresponde a (4.2). De la cadena de desigualdades anteriores se con-

cluye f(xe) < f(x0) y [lxe —xol| < 1.
Sea x € X\ {xe}. Six € X\ s0l(Gg), entonces ge(xe) < ge(x), lo que implica

fxe) < f(x) +e(llx =0l = e —x0l[) < f(x) + &l — e

Si por el contrario x € sol(Gg) \ {x¢}, entonces, como x¢ € sol(Pe),

flxe) < fx) < fx) +ellx —xel|.

Concluimos que, para todo x € X\ {x¢} se tiene f(xg) < f(x) +€llx —x¢]|.
Para las dltimas afirmaciones, supongamos que f es Gateaux diferenciable y sea d € X con
||d|| = 1. Por la parte (iii),

fxe) = fxe +1d)

t

<elld|=¢

(Vt #0)
de donde, haciendo ¢ — 0, tenemos que
—(Vf(xe),d) <e.

Tomando d = —V f(x¢)/||Vf(xe)]||, se concluye ||V f(xe)|| < €. Finalmente, para cada k € N tome-
mos yi € % —argminx (f). Luego, basta aplicar el resultado recientemente probado para obtener la
existencia de x; € X que satisface

x| =

flw) < fon) < iix(F) 44y VA <
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4.5. Meétodos de descenso

El principio Variacional de Ekeland provee de forma abstracta la existencia de una sucesion mini-
mizante {x; } tal que V f(x;) — 0. Veremos ahora dos métodos constructivos que permiten determinar
una tal sucesion usando la informacién entregada por los datos del problema. En lo que sigue supon-
dremos que X tiene la estructura de espacio de Hilbert con un producto interno (-, -). En este contexto,
el siguiente lema serd de utilidad para la convergencia en espacios de Hilbert de varios métodos en
este curso.

Lema 4.1 (Opial). Sea (X,(-,-)) un espacio de Hilbert. Sea {x;} una sucesion en X y S C X un
conjunto no vacito. Supongamos que:

(a) paratodo x €8S, la sucesion {||x; — x||} converge;
(b) todo punto de acumulacion débil de {x;} estd en S.
Entonces, existe X € S tal que x; — X cuando k — oo.

Demostracion. Sean x e y dos puntos de acumulacién débiles de {x; }, digamos x;, — xy x, — .
Estos existen pues {x;} es una sucesién acotada por (a). De (b) se obtiene que x e y estan en S.
Ademads, como se cumple

b —xl|? = e =yl = = (e =y 2% —x—y),  VkEN,

y el lado izquierdo converge a un limite ¢. Tomando en particular las subsucesiones {x, } y {xt, } al
lado derecho se concluye £ = ||x — y||*> = —||x — y||?, de donde obtenemos que x = y. O

4.5.1. Método del Gradiente
El primer método que estudiaremos se basa en una iteracién del tipo
(4.4) Xer1 =X — 4V f(x), VkeN

que parte desde xo € X arbitrario y donde o > 0 para cada k € N. Notemos que, gracias a la Regla
de Fermat, si en alguna iteracion tenemos que x; es un minimo de f entonces

X] = Xk, Vle

y por lo tanto el método se detiene una vez que se llega a un 6ptimo.
Para estudiar la convergencia del método del gradiente, necesitamos algunas propiedades de fun-
ciones convexas diferenciable con gradiente Lipschitz continuo.

Lema 4.2 (Lema de maximo descenso). Sean (X, (-,-)) un espacio de Hilbert y f: X — R una
Sfuncion Gateux diferenciable en X tal que V f es L-Lipschitz continuo en X, es decir,

V) =V < Llx=yl, vxyeX.

Entonces se cumple

@3) F0) S0+ (V=0 + Sy =l VeyeX

Ademds, si f es convexa, se tiene
L
(4.6) FO) <@+ (V@) y =g+ =, VryzeX.
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Demostracion. Sean x e y en X. Definamos, para todo 7 € [0,1] la funcién ¢(r) = f(x+1(y —x)).
Usando la propiedad Lipschitzianidad de V f y la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se tiene

10) -1 = [ o0
= [ttty
= (V7@ [ (VO 2)) VA
< V7)y =)+ [ IV 0) = VS Iyl
< V(9 =2) + Ly [

= (V£(x).y =)+ 5y P,

de donde se obtiene la primera desigualdad (4.5). Para la segunda, dado z € X, gracias al Teorema
4.1, como f es convexa y Gateaux diferenciable en X, se tiene que

0<f(z) = f(x) = (Vf(x),z—x).
Luego, basta sumar esta desigualdad a (4.5) para obtener (4.6). ]
Ahora podemos estudiar la convergencia del método del gradiente.

Teorema 4.6. Sean (X, (-,-)) es un espacio de Hilbert y f : X — R una funcion convexa Gateaux
diferenciable en X y tal que argminx(f) # 0. Supongamos que V f es L-Lipschitz continuo en X.
Considere la sucesion {x; }xen generada por (4.4) partiendo desde xy € X, con

2

Entonces x. € argminy (f) tal que xx — Xoo cuando k — oo.
Demostracion. Dividamos la demostraciones en partes:

1. Veamos primero que la sucesion {f(xz)} es decreciente y convergente. Sea k € N. Tomando
Y =Xp4+1 Y X =X; en (4.6), y usando (4.4), se tiene

oL

AT ) < £+ e —2) o (1- %

) IVFeIR VzeX.

En particular, tomando z = x; y usando 0, < 2/L, se obtiene el decrecimiento de la sucesion
{f(xx)}, y por lo tanto, la convergencia de esta sucesion, pues infx(f) > —oo.

2. Evaluando z = x; en (4.7) y sumando sobre k desde 0 a n, se deduce de la propiedad telescopica
y de las hipétesis sobre los oy

i (1225 ) 3 900 < o)~ ). Ve
k=0
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de donde podemos inferir que

Y IV £(x) | < 40y por lo tanto V f(x;) — 0 para la topologia fuerte si k — +oo.
k=0

3. Ahora tomando z = ¥ € argminx (f) en (4.7), deducimos
[Pt — %1% = o — %[> — 0 V£ () 1> = 206 (V f (), ¥ — )
<200 (169~ S o) —on (1- %5 ) 1910 )
< =0 (2— o) [V £ ()17,

de donde obtenemos ||x;, — X||> < ||xx — &||* + sx, donde

Sk = (xgmeHVf(xk)Hz‘

4. Afirmamos que la sucesion {||x; — x|/} es convergente. En efecto, sumando a ambos lados de

la dltima desigualdad el término Z S, obtenemos
I=k+1

Ocir =l —%°+ Y s <l —xP+ Y s =6
1=k i~k

Luego la sucesion {6y} es decreciente y y todos sus términos son no negativos. Luego, {6} es

convergente, pero como Z sy — 0 si k — 4o (pues la serie converge), se tiene que la sucesion
I=k
{||xx —%||} también converge.

5. Para concluir usamos el Lema 4.1. Tomemos un punto de acumulacién débil de {x }, digamos
X, —y € X sin — +oo. Tomando z = i en (4.7) y usando la semicontinuidad inferior de f en
la topologia débil (por convexidad) deducimos que

F0) < Himint f(a0) < 105) -+ i ( (90,3, 9~ i, (1= %5 ) 9705, ).

Sabemos que ||V f(xg, )|| — 0sin — 4oy que ademas {x;, } estd acotada (pues converge débil-
mente). Luego, debido a las condiciones sobre {oy }, el limite inferior de la derecha es nulo y
por lo tanto debemos tener que f(y) < f(x). Lo que implica a su vez que y € argminx (f) y en
consecuencia el resultado final de convergencia se deduce del Lema 4.1 con S = arg minx ( f).

]

Aplicacion al problema cuadratico

Estudiaremos ahora una version especialidad del método del gradiente para minimizar funciones
cuadraticas del tipo

1
flx)= ExTAx— b'x+c, VxeR",
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donde A € Sl (R), b € R" y ¢ € R. Sabemos, por la Proposicion 4.2 que existe un tnico X que
minimiza esta funcién. Una forma de aproximar X es utilizando el método del gradiente, cuya cons-
truccion iterativa estd dada por (4.4). En este caso estudiaremos la velocidad de convergencia del
método con o, siendo el tnico real positivo que minimiza sobre R la aplicacién

o= flxx—aVy(x)).

Veremos que la velocidad de convergencia de {x;} a X depende de un real asociado a la matriz A
llamado condicionamiento, el cual esta dado por

_M

K(A) : »

donde A} > Ay > ... > A, > 0 los valores propios de A en orden decreciente.
Antes de continuar, notemos que la aplicacion

o — f(xk — OLVf(xk))

es estrictamente convexa y diferenciable, luego, usando la Regla de Fermat, oy puede ser calculado
explicitamente. De hecho, tenemos que

_plI2 2
(4.8) o= An—blE [V

— (Axk _b)TA(Axk . b) - Vf(xk)TAVfOCk)’ Vk € N.

Teorema 4.7. Sean A € §', _ (R), b € R" y ¢ € R. Considere la funcion f : R" — R dada por

1
flx)= ExTAx— b'x+c, VxeR",

y sea X su minimo. Considere la sucesion {x;}ren generada por (4.4) partiendo desde xy € R"
arbitrario 'y con 0y dado por (4.8). Luego se tienen las estimaciones

2k
(i) fxx) = f(%) < [f(x0) — f(X) ] [%]
. k
(i) ek — [l < [lxo — %]l {EE2§+ 1]
ENE: ~11*
» T [2(f(xoin f(®) mfl%” ,

donde || - ||a: x — VxTAx define una norma en R".

Demostracion. Para todo k € N, definamos g; := V f(x;) = Ax; — b, de donde

_ gl

O =
gk ' Agk

Y o Xkp1 =X — gk, VkeEN.
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Entonces, sigue que

1
Sf(g1) = Exk+1TAxk+1 —b X1+
1+ T oF T T T
= 5%k Axy — oy (Axg) gk + - 8k Agr—Db xp+oub grt+c
2
o
— f(x) — oy (Axy —b) " gi + TkngAgk
En particular, tenemos que
1 gk]*
4.9) far1) = flxx) — —————, VkeN.

Ademds, como la tinica solucién éptima del problema estd dada por ¥ = A~'h, deducimos que
infx(f) = f(x) = —%bTA_lb%—c y mas adn

1 1 1 1
E(Aflgk)Tgk =5 —A7'b) (A~ b) = EkaAxk —b i+ EbTAflb =fl)—f(x), VkeN.

Luego, de (4.9) se deduce

) = ) — £ (1 — lgxll*
JGrr) = f(X) = [f(x) — f(X)] (1 (ngAgk)(ngA_lgk)>’ VkeN.

Entonces, como la desigualdad de Kantorovich (ver Ejercicio 4) asegura que

(xTAx> (xTA_1x> < %Hx”‘l, Vx e R,

conluimos

o) =10 < 7o)~ 0] (1= s ) = o) 100 (Sl

(k(A)+1
y la primera desigualdad se obtiene usando induccion. Ademas, dado que
N g Ta—l, AT o\ 112
2(f(xe) = f(X)) =g A" gk = (i —X) Al —X) = || — (|3, VKEN,

usando la primera desigualdad se deduce directamente la segunda. Finalmente, la ultima desigualdad
se deduce de la segunda, ya que gracias a la Proposicion 4.2 tenemos que

b — %13 > Aallxe—x)|>, vk eN.
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4.5.2. Meétodo del Gradiente conjugado

Ahora veremos un método en el contexto X = R” cuya principal caracteristica es que encuentra
en una cantidad finita de iteraciones el optimo de una funcién cuadratica estrictamente convexa. La
idea principal de este algoritmo se basa en el hecho que para una iteracion del tipo

(4.10) Xkr1 =X +04dy, VkeN,
con d;, € R" cualquiera, si 0 se escoge como un real que minimiza sobre R la funcién convexa
o f(xx + ady),

por la Regla de Fermat se tendrd que V f (x;.+1) y di son ortogonales. El método consisten entonces en
escoger los dj de forma tal que V f(x; 1) sea ortogonal no solo a dj, si no que también a d, . .., dj_1.
De esta forma, al cabo de n iteraciones se debera tener forzosamente que V f(x,) = 0 y que por lo
tanto x, es un minimo de la funcién.

El nombre del método viene del hecho que dos vectores x,y € R” se dicen conjugados con res-
pectoaA € S (R) six' Ay =0. Notemos que, para cualquier k € {1,...,n—1},sivi,..., v € R”
son vectores no nulos conjugados con respecto a A, entonces {vy,...,vx,1} es una familia linealmen-
te independiente. En efecto, si esto no fuese asi, podemos asumir sin perdida de generalidad que vy, |
se puede escribir como combinacién lineal de vy, ..., v, es decir, existen &y, ...,&; € R tales que

k k k
Vil = Z Ev; y por lo tanto v,;rHAka = v,;rH <Z§,Av,-> = &,-VILIAW =0.
k=1 =

i=1 i=1

Dado que A € S| (R) y vy # 0 llegamos a una contradicciéon. Notemos que esto implica que una
coleccion de vectores no nulos conjugados con respecto a A no puede contener mas de n vectores.
El método del gradiente conjugado consiste en utilizar las direcciones d; dadas por la férmula

. ik=0
@.11) d=1 % o
—gk+Prdr—1  sik>1,

donde denotamos g := V f(xx) = Axx — b para todo k € Ny B es un pardmetro dado por la relacion
de conjugacién entre dy y dj_ ;. Efectivamente, no es dificil ver que di ' Ady_; = 0'si y s6lo si

Ax, —b) ' Ady_ TAd),_
4.12) Bk:(xk T) -1 _ ngkl
dr—1 Adi—y dp—1 Ady—y

Mas aun, si el paso se escoge de forma Optima, gracias a la Regla de Fermat tenemos que

. VkeN\{0}.

Ax,—b)'d Td

(4.13) ak:—M:—gﬁ kK WkeN.
dy ' Ady dy ' Ady

Ahora veremos que el método converge en una cantidad finita de pasos

Teorema 4.8. Sean A € §', _ (R), b € R" y ¢ € R. Considere la funcion f : R" — R dada por

1
flx)= ExTAx— b'x+c, VYxeR"

La sucesion {xy }ren generada por (4.10) partiendo desde xo € R" arbitrario, con dy dado por (4.11),
Bx dado por (4.12) y oy dado por (4.13), converge en a lo mds n pasos.
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Demostracion. Procederemos por induccion y probaremos que, paratodo k € {1,...,n},sid;_; #0
entonces
(4.14) g di=d Ad;=0, Yie{0,....k—1}.

De este modo, si para algin k € {1,...,n}, tuviesemos d; = 0, entonces 0 = dy = —gy + Brdi—1, de
donde g es colineal con di_ # 0y al mismo tiempo g ' dy_; =0, por lo que gx = 0y x; es solucién.
Ademas, el algoritmo terminard en a lo més n pasos, ya que a cada iteracién k genera un d; que es
conjugado con respecto a A a dy,...,d_1, lo cual se puede hacer a lo mds n veces en R".

Para k=1, sidy = —go # 0, de (4.10) y (4.13) deducimos

ngdo = (Ax1 — b)Tdo = gOTd() -+ a()dOTAd() =0.
Ademas, de (4.11) y (4.12) obtenemos
dy"Ady = —g1 " Ady + B1do ' Ady = 0.

Ahora supongamos que para k € {1,...,n— 1}, si se tiene d_ # 0, entonces se cumple (4.14).
Supongamos que dj, # 0y tomemos i € {0,...,k}. Sii =k entonces (4.10) y (4.13) implican que

i1 | dy = (Axi1 —b) dy = g di+ oydy | Ady = 0.
Ademais, de (4.11) y (4.12) vemos que
dis1 Ady = —gry1 ! Adi+ Brrrdi ' Ady = 0.
Ahora, si i < k, (4.10) implica que g+ = gr + 0kAd; de donde
i+t di =i di+oudy ' Ad; =0,

pues ambos términos son nulos por la hipétesis de induccion. Por otra parte, combinando el hecho
que gi+1 = gi + o;Ad; con (4.11) deducimos que
(B1+1)dy —di
1
Adi = —(git1—8i) = o .
(Bi+1di —dix1 — (Bidi—1 —d;)) siie{l,...;k—1},

sii=0,
o i
o
de donde obtenemos,

dk_HTAd,' = —gk+1TAdi-|-Bk+1dkTAdi =0, Vie {1, o k— 1},

pues el segundo término es nulo por hipétesis de induccién y el primero es nulo pues acabamos de
probar que ngTdi =0 paratodoi € {1,...,k} y Ad; es una combinacién lineal de d;_1,d;,d;+1 (y
Ad es combinacion lineal de dy,d;). Esto concluye la demostracion. ]

En el caso que n sea muy grande (por ejemplo n > 10%), realizar las n iteraciones del método
del gradiente conjugado puede ser muy costoso. Por esta razon, es interesante saber lo preciso que
se vuelve el método al cabo de algunas iteraciones. El siguiente resultado provee una estimacion de
este error y entrega una cota para la tasa de convergencia del método.
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Teorema 4.9. Sean A € S"__ (R), b € R" y c € R. Considere la funcion f : R" — R dada por
1
flx)= ExTAx —b'x+c

y sea X su minimo. Considere la sucesion {x;} generada por (4.10) partiendo desde xo € X con dy
dado por (4.11), By dado por (4.12) y oy dado por (4.13). Luego

k
K(A)—1
X1 — X4 <2x0—X||g | —=——| , Vk € N,
st =7la < 20—l | V]
donde ||x||s = VxTAx para cada x € R".
Demostracion. Ejercicio de ayudantia. 0

Comparacion de los métodos

En el contexto de problemas cuadréticos estrictamente convexo, es decir A € S| +(]R), la tasa de
convergencia del método gradiente conjugado es mejor que la tasa del método del gradiente, ya que

A)—1 —
0< VEA) Z1_x(4) L1
VEA)+1 7 KA)+1
con igualdad solo para el caso k(A) = 1. Esto implica que en general se tiene que el método gradiente
conjugado convergerd mas rapido que el método del gradiente.

4.5.3. Método de Newton-Raphson

El método del gradiente considera informacién sélo de primer orden, lo cual, dependiendo de
la funcién a minimizar, puede generar algoritmos que convergen muy lentos debido a un efecto de
zig-zag como lo explica el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.5.1. Sea 8 > 1y f: R? — R definido por

1 S
f(xuy) = §x2+ Eyzv vx:y € R.

Se tiene V f(x,y) = (x,0y) y que por lo tanto es es 8—Lipschitz continuo. El método del gradiente se
escribe en este caso como
{xk+1 = xk(l — OC)

ir1 = (1 —ad),

donde o < 2/d. En particular, si oo = 0,1 y 8 = 18, la condicion de los pardmetros para la conver-
gencia se satisfacen y el método se reduce a

X1 =0.9x%x;
Yi+1 - _Oug*ylﬁ

lo que hace zig-zaguear a las iteraciones si y; 7 0 y la convergencia es cada vez mds lenta si &
es mayor y O es mds pequerio. El siguiente Cuadro muestra algunas iteraciones del método del
gradiente con (xo,yo) = (1,1):
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e Yk k| x Yk k| x Yk

0| 1.0000 1.0000 7 1 04783 -0.2097 14 || 0.2288 0.0440
1 ]| 0.9000 -0.8000 8 || 04305 0.1678 15 || 0.2059 -0.0352
2 1| 0.8100 0.6400 9 || 0.3874 -0.1342 16 || 0.1853 0.0281
3 0.7290 -0.5120 10 || 0.3487 0.1074 17 || 0.1668 -0.0225
4 || 0.6561 0.4096 11 { 0.3138 -0.0859 18 || 0.1501 0.0180
51 0.5905 -0.3277 12 || 0.2824 0.0687 19 | 0.1351 -0.0144
6 || 0.5314 0.2621 13 || 0.2542 -0.0550 20 || 0.1216 0.0115

Cuadro 4.1: Iteraciones del método del gradiente

Estudiaremos ahora otro método, llamado Newton-Raphson, que involucra la curvatura de la
funcién a minimizar, lo que permite superar estos efectos que reducen la velocidad de convergencia.
La idea principal es, conocida la iteracion x; € X := R”, minimizar la aproximacién de Taylor de
segundo orden de f en torno a xi

i) = £+ V1) (00 + 5 0 —x0) V) (x—x)

para encontrar x; |, donde V2f(x) es la matrix hessiana de f en x. Usando la regla de Fermat, lo
anterior se traduce a resolver la ecuacion para x|

0= V() + V2 () (1 — ),
que, en el caso en que V2 f(x;) sea invertible, se reduce a
(4.15) X1 =% — [V ()] 7'V f(w), VkeN.

Ahora veamos como cambia la eficiencia del método de Newton-Raphson en comparacion al
método del gradiente para el ejemplo anterior.

Ejemplo 4.5.2. Retomemos el Ejemplo 4.5.1. Recordemos que f(x,y) = %xz + %yz. Es claro que el
tinico minimo de esta funcion es (x,y) = (0,0). Ademds, tenemos que, y

Vf(x,y>=<§y) y V2f<x,y>=((1) g)

Luego, dado (xo,yo) € R?, la primera iteracion es

() =Go) =6 1) (on) = )
i Y0 0 5/ \8o 0)’
es decir, el método de Newton-Raphson encuentra el minimo en una sola iteracion.

Observacion 4.1. Mds generalmente, el método de Newton-Raphson es utilizado para la resolucion
de ecuaciones no lineales del tipo F (x) =0, donde F : R" — R" es una funcion Fréchet diferenciable.
En este contexto, dado xy, el método busca x4 resolviendo la aproximacion de primer orden

0= F(x¢) +JF (k) (X1 — Xk ),
donde, si la matriz Jacobiana Jr(xy) es invertible, se reduce a

X = Xk —Jp(xk)_lF(xk).
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Recuerdo : Matriz Jacobiana

Una funcidn vectorial F' : R” — R™ se dice Fréchet diferenciable en x € R” si existe una matriz
M € M, (R) tal que
lim |F(x+h)—F(x) —Mh| B

0.
h—0 |h|

La matriz M se denota Jr(x), se conoce como la Matriz Jacobiana de F y viene dada por:

oy Fi(x) ... Oy Fi(x)
JF (x) =

Ox Fin(x) ... Oy, Fn(x)

donde F(x) = (F(x),...,Fy,(x)) para todo x € R"

Abhora estudiaremos la convergencia del método de Newton-Raphson. Cabe destacar que el teore-
ma de convergencia que mostraremos ahora se diferencia de los teoremas estudiados para los métodos
del Gradiente y Gradiente conjugado en que la eleccion del punto inicial juega un rol importante.

Teorema 4.10. Sea f: R" — RU {400} una funcion propia, convexa y dos veces Gateaux diferen-
ciable en dom(f), el cual asumimos abierto de R". Supongamos que existe X € argmingn(f) tal que
V2f(%) € St (R), y que ademds V2 £ es localmente Lipschitz continua en torno a %, es decir, para
algiin r > 0 existe L > 0 tal que

IV2F(0) = V2FO) S Lix =yl ¥x,y € Bra(%,7),

donde [|[M|| = sup [|Mx[| = V Max (M TM) para cualquier M € My, ,(R). Entonces, existe p >0
para el cual se tiene que si xo € Bgrn(%,p), la secuencia {x;} generada por (4.15) converge a X y
satisface

limM:O, y limsup
k—oo  |xp — X| koo Xk — X

Demostracion. Para todo x € dom(f) denotemos por A, al menor valor propio de V2£(x). Como
V2f(%) € " (R), de la Proposicién 4.2 se tiene

VIV@®R)y 2 M, yeR”,
donde A; > 0. Para todo x € Bgx (%, 7) e y € R”, usando la propiedad Lipschitz de V2 f se tiene
Y VA )y =y VA @y+y (VA (x) = VA (E))y
> haly® = IV2£(x) = V2 F @) Iy
> (A —Llx—)[y/*.

Luego, definiendo p = min {r, %—i} > 0 tenemos
2 n 7\')2 —
Vof(x) € ST (R) con?»x2?>0, x € Bga(%,p).
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De ese modo, para todo x € B (¥,p), existen matrices P, y Dy tales que V>f(x) = P.D:P,| con
P! =P/, de modo que V’f(x)"! = P.D;'P] y

IV2f )~ = \/kmax(PxD;zPJ) < % < %

X X
Supongamos que x; € Brn(X,p) para algiin k € N. Para simplificar la notacién, notemos g = V f(xy)
y Hy = V?f(x;). De (4.15) se deduce que si x; = ¥ entonces x| = X, por lo que suponemos que
X # X. Como % es minimo de f, usando el Teorema de Fermat, la propiedad de Lipschitz continuidad
de V2 y la relacién

5= V0~ 18) = [ V2 i 9) (e,
tenemos que
i1 — | = | — % — H, il
= |H " (H (o — %) — g1 |

H! (/Ol[Hk—sz(x+t(xk—x))](xk—x)dr>

2 1
< ol [ H- Ve - ) ldr

2L !
< x|xk—i|2/0 (1—1)dt
X
L o 1 _
= b =37 < S ha =],
X
En particular, se tiene que x| € Bgra(X,p). Ademds, usando induccién vemos que la sucesion {x }
estd contenida en Bgn (X, p) si xg € Brn(X,p) y
, 1 i,
1 — %] < WP‘O — x|, VkeN.

De aqui se concluye que x; — X, y que también tenemos

e —x _ L _ e =X _ L
PR e Ty — e e 2
P W B e W
lo que finaliza la demostracion. ]

Observacion 4.2. El método también funciona si se asume que V> f es uniformemente continua en
una vecindad acotada de X, es decir, para algiin r > 0 tenemos que

¥e>0,3p>0, Vay €Bra(T,r): -y <p = [[VEF(0) -V <e
En ese caso la convergencia es superlineal:

_ 4k
lim X1 — X" _

koo |xp —x*|

0.

Por otra parte, el método no necesita que la funcion sea convexa en todo su dominio, ya que la
demostracion es local. Sin embargo, el método si necesita que el minimo sea tinico y que la funcion
sea estrictamente convexa en una vecindad del minimo.
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En el Ejemplo 4.5.2, el punto inicial no tiene relevancia para la convergencia. Sin embargo,
en general la convergencia es garantizada sélo si se parte suficientemente cerca de la solucion. El
siguiente ejemplo ilustra un caso en que el método puede diverger si se parte lejos de la solucion.

Ejemplo 4.5.3. Sea f: R — R definida por
1
f(x) = xarctan(x) — Eln(l +x%), V¥xeR.
Notemos que f'(x) = arctan(x) que es estrictamente creciente, por lo que f es estrictamente convexa

y el tinico minimo se alcanza en ¥ = 0. Ademds, tenemos que f"(x) = 1 ixz por lo que, dado xy € R,
la iteracion del método de Newton-Raphson se escribe

X1 = ¢ — (1+x7)arctan(xy).

En particular, si xo = 10 tenemos la siguiente tabla con los términos de las iteraciones:

k H Xk

0 10

1 -139

2 29892

3 || -1403526593

Cuadro 4.2: Iteraciones del método Newton-Raphson
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4.6. Ejercicios

1. FUNCION CONVEXA DEFINIDA POR UNA INTEGRAL

Consideremos el polinomio trigonométrico 7 : R” — [0,2n] — R definido por
T (x,w) = x1 +xpcos(w) +x3c08(2w) + ...+ x,cos((n—1)w).
Muestre que la funcién f : R" — R U {40} definida por

21
_ / log(T (x,w))dw si T(x,w) > 0,¥w € [0,21],
flx)= 0
—+o0 si no
es una funcién convexa.

2. FUNCION CONVEXA VECTORIAL-MATRICIAL
Se define la funcién f : R"” x §"(R) — R como sigue

o) {xTA—lx six R, A€SL(R),
+o0 S1 no

a) Muestre que dom(f) es un abierto de R” x §"(R) y que f es Gateaux diferenciable con
Vf(x,A)(d,D)=2x"A"'d—x"A"'DAx, VxeR" VD e S"(R).

Aqui suponemos que S"(R) tiene la estructura de espacio de Hilbert con producto interno
usual: (A, B) = tr(AB) para todo A, B € S"(R)

b) Deducir que f es una funcién convexa demostrando que f es subdiferenciable, es decir,
F(6A)+V(x,A)(y—x,B—A) < f(7.B), ¥(x.A).(y,B) € dom(f).
Indicacién: Calcular (A~ 'x—B~1y)TB(A~1x— B~ 1y).
3. CONDICIONES DE OPTIMALIDAD PARA FUNCIONES NO DIFERENCIABLES

Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilbert. Considere g, : X — RU {400} dos funciones convexas
y propias con dom(g) Ndom(k) # 0. Suponga que g es Gateaux diferenciable en dom(g), es
ultimo siendo un abierto de X. Definamos la funcién f : X — R por

f(x)=g(x)+h(x), Vx e X.
a) Pruebe que ¥ € argminx (f) siy sélo si
(Vg(x),x—x)+h(x)—h(x) >0, VxeX.

b) Muestre ademds que si x — Vg(x) es secuencialmente fuerte-6(X, X) continuo en dom(g),
es decir, para cualquier {x; } C dom(g), si xx — x € dom(g) se tiene que

V() — Va(x),

entonces X € argminx (f) siy solo si

(Vg(x),x—x)+h(x)—h(x) >0, Vxecdom(g).
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4. DESIGUALDAD DE KANTOROVICH

Sea A € " (R) con valores propios 0 < A; <Ay < --- <2,0. El objetivo de esta pregunta es
demostrar la desigualdad

2
x|* < (xTAx> (xTA_1x> < % \/;:::4- \/% x|, Vx e R™.

Para ello se aconseja

a) Si A= PTDP es una diagonalizacién de A, demostrar que para obtener la desigualdad
basta probar

2
1< (yTDy> (yTD_'y> Si \/%-I-\/% , VyeR"con |y|=1.

n
b) Defina A = Z y?A; y pruebe que
i=1

y a partir de esto obtenga el resultado buscado.

5. METODO DE NEWTON-RAPHSON Y PROBLEMAS CUADRATICOS
Considere la funcién f: R” — R definida por
1

2xTAx —b'x+ c,

fx) =

donde A € S | (R), b € R" y ¢ € R. Pruebe que para cualquier xy € R”, el método de Newton-
Raphson aplicado a la funcién f converge en solo una iteracion.

6. FORMA ALTERNATIVA DEL METODO GRADIENTE CONJUGADO
Dados A € S | (R), b € R" y ¢ € R, considere la funcion cuadrética f: R” — R definida por

1
flx)= ExTAx— b'x+c, VxeR"

Dado xp € R" y go = Vf(x0) = Ax — b, considere para todo k € {1,...,n}, el punto x| que
se encuentra resolviendo el problema

Minimizar f(x) sobre todos los x € Uy,

donde Uy = {x;} + Vi y Vi es el espacio vectorial generado por go,...,gr. Demuestre que el
método equivale al Método del Gradiente Conjugado, es decir, que cada x; es la k—ésima
iteracion del Método del Gradiente Conjugado que parte desde xo.
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CAPITULO 5

Optimizacion convexa no diferenciable

Abstract. En este capitulo estudiaremos funciones convexas no diferenciables y vere-
mos que la Regla de Fermat tiene un andlogo si reemplazamos el diferencial por una
nocién generalizada de este, el cual llamaremos subdiferencial. Usaremos esta nueva he-
rramienta para obtener condiciones de optimalidad para problemas con restricciones y
estudiaremos algunos métodos para resolver esta clase de problemas.

Recordemos que una forma de estudiar problemas de optimizacion con restricciones es incluir en
la definicién de la funcién objetivo la restriccion via una penalizacion fuerte. Dicho de otra forma,
resolver

(P) Minimizar f(x) sobre todos los x € X que satisfacen la restriccién x € S
donde f : X — R es una funcién dada y S C X un conjunto dado, es equivalente a resolver
(Ps) Minimizar fg(x) := f(x) + ds(x) sobre todos los x € X.

Notemos que en caso que (P) sea un problema convexo, tendremos que fg sera también una funcién
convexa. Es importante destacar que no importa la regularidad que impongamos sobre f, la funcién
fs no serd jamas diferenciable en la frontera de S (salvo en el caso trivial S = X)), lo cual en principio
no nos permitiria aplicar los resultados vistos en el capitulo anterior a funciones similares a fs.
Afortunadamente, para el caso de optimizacién convexa, la diferenciabilidad es una herramienta
util pero no fundamental, pues mucho resultados pueden ser extendidos al caso no diferenciable
introduciendo un objeto matematico llamado subdiferencial.

En este capitulo, y s6lo con el propdsito de simplificar la exposicion, trabajaremos basicamente
con funciones f : X — RU {+4oo} convexas definidas sobre un espacio de Hilbert (X,(-,-)). La
condicién impuesta anteriormente, que dom(f) sea un abierto de X, no serd necesaria a partir de
ahora.

5.1. Subdiferencial

El concepto de subdiferencial viene a generalizar la idea del diferencial de una funcién. La defini-
cion calza bien para funciones convexas, sin embargo hay que notar que €sta no requiere en absoluto
de la convexidad de la funcién en cuestion.

Definicion 5.1. Supongamos que (X, (-, -)) es un espacio de Hilberty sea f : X — RU{+oco} una
funcion dada. Un subgradiente de f en x € X es un vector x* € X que satisface

f)+&5y=—x) < f(y), VyeX

La coleccion de todos los subgradientes de f en x, denotada df(x), es el subdiferencial de f en x.
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La idea esencial del subdiferencial es agrupar todas las posibles pendientes que pueden tener las
funciones afines continuas que minoran a la funcién convexa en cuestion.

Observacion 5.1. Notemos que df (x) es un conjunto convexo, posiblemente vacio, y cerrado para
la topologia débil en X (y por lo tanto cerrado para la topologia fuerte de X), cualquiera sea x € X.
Ademds, es claro que si f es propia, of (x) = 0 cada vez que f(x) = +oo.

Ejemplo 5.1.1. Veamos algunos ejemplos:
» Sea f(x) = |x| para cada x € R, entonces df(0) = [—1,1].
= Sea f(x) = —\/x+ 8|y y)(x) para cada x € R, entonces df(0) = 0.

R

- R

L L

Figura 5.1: Epigrafo de las funciones f(x) = [x| y f(x) = —/X+ 89 j0) (%)

Como muestra uno de los ejemplos anteriores, el subdiferencial de una funcién convexa puede
ser vacio, incluso si la funcién es finita en el punto. Un criterio, relativamente simple, para evitar esto
es que la funcidn sea continua. Esto es una consecuencia del Teorema de Hahn-Banach.

Proposicion 5.1. Sean (X, (-, -)) un espacio de Hilberty f : X — RU {400} una funcion convexa.
Suponga que f es continua en x € dom(f), entonces df(x) # 0

Demostracion. Dado que f es continua en x, podemos encontrar r > 0 tal que f(x+rd) < f(x)+1
para cada d € Bx. De donde se tiene que int(epi(f)) # 0 y ademas (x, f(x)) ¢ int(epi(f)). Luego por
el Teorema de Hahn-Banach (Lema 3.1), existe (x*,a) € X x R\ {0} tal que

(F,x) Fof(x) < (3 y) +oh, V() € epi(f)

De aqui se concluye que o > 0 pues (x,A) € epi(f) para cualquier A > f(x). Ademas, como x+rd €
dom(f) para cada d € Bx, tenemos que si a = 0 entonces

(x*,x) < (x",x+rd), VdeBx.

Esto a su vez implica que ||x*||. = 0y por lo tanto (x*,a) = 0, llevandonos a una contradiccién. Por
lo tanto a0 > 0, y sin perdida de generalidad podemos asumir que o = 1, multiplicando x* por é sies
necesario. Entonces, tenemos que

(K x=y)+f(x) <A V(,A) € epi(f).
Tomando A = f(y), vemos que x* € df(x), y la proposicion ha sido demostrada. O

Il
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5.1.1. Cono Normal

Un ejemplo interesante a estudiar es el subdiferencial de la funcién indicatriz f = §g donde S C X
es un conjunto dado. El conjunto ddg(x) se conoce como el cono normal a S en x € X y viene dado
por

Ng(x) :=0ddg(x) ={x" e X | (x*,y—x) <0, Vy € S}.

Figura 5.2: Ejemplo cono normal a un conjunto en R2.

El cono normal jugard un rol importante cuando escribamos condiciones de optimalidad. En
particular, serd de importancia conocer la estructura del cono normal a un conjunto de nivel, es
decir, S = I'y(f) para cierto ye Ry f: X — RU{+4c}. A continuacién daremos una respuesta
parcial a la estructura del cono normal en este caso. Para demostrar el converso de la siguiente
proposicion necesitamos algunas herramientas que ain no tenemos, por lo cual posponemos esa
parte de la demostracion para mas adelante; ver Proposicion 5.6.

Proposicion 5.2. Sean (X, (-, -)) un espacio de Hilbert y f : X — RU{+o0} una funcion propia tal
que T'y(f) # 0 para cierto y € R. Luego, tenemos que

Vx € Iy(f), Yu >0, Vx* € df (x) tales que u(f(x) — ) = 0 se tiene que px™ € Nr. (1) (x).
Demostracion. Notemos que para cada x* € df(x) y u > 0 tenemos que
(ux*,y —x) +uf(x) <uf(y), vyeX.
Por lo tanto, si y € I'y(f), obtenemos la desigualdad
(x®,y —x) <u(f(y) = f(x) < u(y—f(x)).
De aqui se concluye que si u(f(x) —y) = 0 se tendrd también que ux* € Nr,(p) (x). O
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5.1.2. Relacion con diferenciabilidad

La relacion que existe entre el subdiferencial y el diferencial de una funcién puede ser estudiada
a través de la derivada direccional. Recordemos que la esta derivada esta dada por
td) —
Flod) = tim LD =IO oy o x

t—07t t

Notemos que en general —oo < f7 (x;d) < 4o0. De hecho los valores +oo pueden ser alcanzados,
como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.1.2. Consideremos la funcion f : R — RU{+eo} definida por

Flx) = {—\/1—x2 si|x] <1 '

~+oo si no

Luego se tiene que f'(—1,d) = —coy f'(1,d) = +o0 para cada d > 0. En efecto

1—(=1+41td)>— /2td—t2d2 /2d
f'(=1,d) = lim — (=1+ed)— —hm— ————=lim -/ — —d?=—
t—0F t t—0+ t—0F t
ydado que 1 +td > 1 sit,d > 0 entonces se tiene que
. f(14td)—0
1,d)= lim ————— = 4o
f< ) t—0t t +

La derivada direccional es importante en Analisis Convexo pues permite obtener una representa-
cion del subdiferencial de una funcidén convexa, como veremos a continuacion.

Proposicion 5.3. Sean (X, (-, -)) un espacio de Hilbert, f : X — RU {400} una funcion convexa y
x € dom(f). Entonces

Plod) = infLEHD =S o x
>0 t

Ademds, d — f'(x;d) es sublineal y
Af(x) = {x* e X| (x*,d) < fl(x;d), Vd € X}, Vx e X.
Demostracion. Sea x € dom(f). Dividamos la demostracion en partes:

1. Consideremos d € Xy la funcién g(t) = JM definida para todo 7 € (0, 4o0). Veamos

que para 0 < t < s se tiene que g(¢) < g(s). Notemos que
t t
x+td=-(x+sd)+ (1 - —) x.
s s
Dado que f es convexa, sigue que

flrrtd) < 2 flasd)+ (1) £(x).

S
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de donde se concluye que

gl = FEHDIW) St =) _

De este modo, como 7 — g(t) es creciente en (0,+o0), se tiene

F(0.d) = Tim fated) - fl) o(1) = inf (1) g f et td) — f()

t—07t t t—0t >0 >0 t

2. Veamos ahora que d — f’(x;d) es sublineal, es decir,
fadi+do) < fl(xd) + f(xda), Vdy,d, € X.

Notemos que si f'(x;d; +dy) = —oo, f'(x;d1) =+ 0 f'(x;d>) = +o , entonces el resultado
es trivial; recordando las convenciones que hemos aceptado. Luego, asumamos que

flady +do) > —oo, fl(xid)) < +oo vy flx;dy) < 4oo.
Dado que f es convexa, la parte anterior implica que

1 1
— > 2td > 2td>r) —
Py ) < LETHO D ) A2 2B S
y por lo tanto, haciendo un cambio de variable (2¢ por ) tenemos que

Jlxrid) = f(x) | flx1da) = £()

t t

f(x;dy +do) < , Vt>0.
Luego como f/(x;d}) < +oo, podemos encontrar un s; > 0 tal que w < 400, Esto a
su vez, junto con la monotonia del cuociente, implica que

fetsidy) — fx) | flx+id) — f(x)

fOad+dy) < . + ; ,  Vre(0,s1],
1

de donde obtenemos, al tomar infimo sobre ¢, que f’ (x;dp) > —oo. Tomemos ahora € > 0, por
definicién de infimo podemos encontrar s, > 0 para el cual W < f(x;dp) +-¢. Sigue
que por la monotonia del cuociente tenemos

flx+tdr) — f(x)
t

f'(x;d1 +dy) < —|—f’(x;d2) +¢e, Ve (0,s)].

Finalmente, tomando infimo sobre ¢ en la desigualdad anterior llegamos a la conclusion, ya
que € > 0 es un nimero positivo arbitrario.

3. Tomemos ahora x* € df(x) y d € X arbitrario. La definicién del subdiferencial nos lleva a

(x*,d>§f(x+m;)_f(x), Wt € (0, 00).

De esta desigualdad se concluye facilmente que (x*,d) < f’(x,d). Por otra parte, tomemos
x* € X tal que (x*,d) < f'(x,d) para todo d € X. Usando la primera parte con t = 1 tenemos

<X*7d> Sf/(x7d) < f(x+d) _f(x)'

Finalmente, tomando d = y — x con y € dom(f) arbitrario se concluye que x* € df(x). Esto
entrega la caracterizacion del subdiferencial y termina la demostracion.
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O

Ahora veremos que la relacion entre el subdiferencial y la derivada direccional de una funcién
convexa es univoca, en el sentido que la derivada direccional puede ser calculada a partir del sub-
diferencial. El siguiente resultado mostrara en particular que una funcién convexa es diferenciable
si y sélo si el subdiferencial tiene un tnico elemento. Cabe destacar que el resultado que veremos
a continuacion es una consecuencia de la version analitica del Teorema de Hahn-Banach, la cual es
equivalente a la version geométrica de este teorema (Lema 3.1); a partir de uno se puede demostrar
el otro.

Recuerdo : Teorema analitico de Hahn-Banach

La version analitica del Teorema de Hahn-Banach dice que un funcional lineal continuo defi-
nido solo en un subespacio de X que satisface una cota apropiada, puede ser extendido a todo
el espacio, satisfaciendo la misma cota. Por esta razén, mucha veces el teorema se conoce
como el Teorema de extension de Hahn-Banach.

Lema 5.1 (Teorema Hahn-Banach Analitico). Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilberty g : X —
R una funcion sublineal y positivamente homogénea, es decir,

gx+y) <glx)+g(y) y glow)=0ag(x), VryeX, Vo>0.
Sea X un subespacio vectorial de X y ¢y : Xo — R un funcional lineal tal que
bo(x) < g(x), VxeXo.
Entonces, existe { : X — R lineal tal que
Lx)=4Ly(x), YxeXo y L(x)<gx), vxeX.
Proposicion 5.4. Sean (X, (-, -)) un espacio de Hilberty f : X — RU {400} una funcion convexa.
Suponga que f es continua en x € dom(f). Entonces
f(x;d) =max{{(x*,d) | x* €df(x)}, VdeX

Ademds, se tiene que f es Gateaux diferenciable en x si'y solo si df (x) = {x*}.

Demostracion. Notemos primero que gracias a la Proposicion 5.3, la desigualdad ” > siempre es
cierta; independiente de la continuidad de f. Luego bastard probar que existe x* € df(x) tal que

fl(xd) = (x*,d), VdeX.

Notemos ademds que gracias a Proposicion 5.1, tenemos que df(x) # 0. Fijemos d € X\ {0}.
Consideremos el espacio vectorial Xog = {od | o € R} y la funcién lineal ¢ : Xo — R definida
por
lo(ad) = af'(x;d), Vo eR.

Notemos que si o > 0, entonces
td) — + Lod) —
lo(ad) = (xfnff(x+ )= f() = inff(x % )= = f(x;ad).

t>0 t t>0 o
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De aqui no es dificil ver que v — g(v) := f/(x;v) es positivamente homogénea. Ademds, si o < 0,
entonces
lo(ad) = af (x;d) = —f'(x;—od) < f'(x;0d),

donde la dltima desigualdad viene del hecho que d — f’(x;d) es sublineal y f/(x;0) = 0. Luego por
el Teorema de extension de Hahn-Banach (Lema 5.1), existe un funcional lineal ¢ : X — R tal que

d)=flxd) y L)< f(xv), WweX
Tomando v = y — x para cualquier y € dom(f) y usando Proposicion 5.3, vemos que

Uy—x) < flxy—x) < f(y) — f(x).

Luego para concluir basta ver que £ es continuo, y que por lo tanto existe x* € X tal que £ = (x*,-).
Dado que f es continuo en x, se tiene que para todo € > 0, existe r > 0 tal que |f(x) — f(y)| < € para
todo y € Bx(x, r). Luego tenemos, por la desigualdad del subdiferencial que

y—x) <|f) - f)<e VyeBx(xr)

Evaluando en 2x —y en vez de en y, se obtiene la desigualdad con el valor absoluto. Esto implica
que ¢ es continuo en x, pero al ser lineal, debe ser continuo en todo punto de X y por lo tanto existe

x* € X tal que £ = (x*,-). Esto concluye la demostracién del resultado.
]

5.1.3. Reglas de calculo

Llegamos al punto en que podemos presentar un andlogo de la Regla de Fermat para el caso
no diferenciable, simplemente reemplazando el diferencial por el subdiferencial. Notemos que en el
siguiente teorema la convexidad de la funcion objetivo no es necesaria.

Teorema 5.1 (Regla de Fermat I). Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilberty f : X — RU{+eo} una
funcion propia. Entonces
X €argming(f) <= 0€9df(X)

Demostracion. Directo de la definicion del subdiferencial. ]

Observacion 5.2. En la prdctica, para encontrar un minimo se necesita probar que 0 € df(X) para
algiin x € X. Es en esta parte donde la convexidad de la funcion juega un rol esencial.

Regla de la suma

Como mencionamos anteriormente, en muchas ocaciones estamos interesados en encontrar mini-
mos de una funcidn que se puede escribir como la suma de dos funciones convexas, con al menos una
de ella no diferenciable; por ejemplo funciones del tipo fs := f + ds. Por esta razén es importante
proveer una regla para calcular el subdiferencial de la suma de funciones convexas.

Teorema 5.2 (Moreau-Rockafellar). Sean (X, (-, -)) un espacio de Hilbert y fi, f» : X — RU {+oo}
funciones propias convexas y s.c.i.. Supongamos que fi es continua en xo € dom(fi) N dom(f>).
entonces

dfi(x) +0f2(x) =0(fi+ f2)(x), VxeX.
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Demostracion. Comencemos la demostracion probando la inclusion (C) que resulta de la definicion.
Efectivamente, tenemos que si x| € dfi(x) y x5 € df>(x) entonces

fl(x)+<xTay_x>§f1(y)7 VyGX,
LX)+ (x5, y—x) < fo(y), VyeX.

Luego sumando ambas desigualdades se obtiene que x| +x3 €*€ d(fi + f2)(x)
Probemos ahora la otra inclusién (D), la cual requiere un poco mas de desarrollo. Sean x € X y
x* € X tales que x* € 9(f1 + f2)(x). Tenemos por definicién que

(.1 (X y—x)+ filx) + 2(x) < fily) + 2(0), VyeX

Introduzcamos los siguientes conjuntos convexos

A={A) eXxR| fi(y) = (",y—x) <A}t 'y B:={(nA) e XxR]fi(x)+ f2(x) — f2(y) = 1}.
Notemos que (y,A) € AN B es equivalente a pedir que

AG)+L0) <&y —x)+ filx) + f(x),

la cual es en realidad una igualdad debido a (5.1).

Por otro lado vemos que A = epi(g) con g = f; — (x*,- —x), la cual es una funcién propia convexa
y s.c.i., que ademds es continua en xg. Luego, 0 # int(A) C {(y,A) e X xR | g(y) < A} y int(A) es
convexo. Mds atin, int(A) N B = 0, y por lo tanto podemos separar int(A) de B mediante un hiperplano
cerrado gracias al Teorema de Hahn-Banach (Lema 3.1). En otras palabras, 3(y*,r) € X x R\ {0} y
a € R tales que

0F ) Frh <o, V(vA) €int(d) y (55 +rh >0, Y(5A) €B.

Notemos que (x,A) € B siy s6lo si A < fj(x), y por lo tanto r no puede ser positivo. Ademas, como
(x0,8(x0) +€) € int(A) para algin € > 0 debemos necesariamente tener que r < 0. En efecto, si r =0
y dado que (xo, f1(x) + f2(x) — fa(x0)) € B, entonces tendriamos

<y*,x0> <a< <y*,XO>’

lo que no puede ser. Por lo tanto debemos tener que

<_x§7y> —A< <_x§7)7> - (fl (x) +f2(x) _fZ(y))v ‘v’(y, 7\') S int(A)v ye dom(fZ)

donde x5 = %y*. Notemos que, para todo y € intdom f] y A € R tales que f(y) — (x*,y) <A, se tiene
que (y,A) € int(A) y luego, haciendo A — fi(y) — (x*,y — x), obtenemos que

<_x;7y> - (y) + <X*7y_x> < <_x§7)7> - (fl (x) —l—fz(X) _f2(}7))7 Vy € intdom f1, § € dom f>.
Tomando § = x € dom f>, deducimos que
filx) +(=x3+x"y—x) < fi(y), Vy € intdom(fy),

lo que, en conjunto con la Proposicion 3.1, implican que —x3 +x* € dfj(x) y andlogamente, tomando
y=x

LX)+ (x3,y—x) < fo(y), Vy € dom(f2),
de donde concluimos que x5 € df>(x). Definiendo x] = x* —x; se tiene que x] € df] (x) y x| +x; =x*
lo que termina la demostracion. 0
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El siguiente es un contraejemplo que muestra que la igualdad no se tiene si la condicién que
alguna funcién sea continua en un punto comutn a ambos dominios no se satisface.

Ejemplo 5.1.3. Supongamos que X = R?, sean C; = {(x,y) € R?| (x — 1) +y>* < 1}, Co = {(x,y) €
R?|(x+1)2+y* <1}, fi =8¢, y fo = 8¢,. Luego fi+ fo = 8(09) ¥ 9(fi + f2)(0,0) = R2. Por otro
lado, se tiene df1(0,0) = |—c0,0] x {0}, df2(0,0) = [0,+o0[ x {0}, de donde 9f1(0,0)+df1(0,0) =
R x {0}. Notar que ninguna de las funciones es continua en {(0,0)} = dom f| Ndom f>.

R

(0Y0)

(8] E C

Figura 5.3: Contraejemplo regla de la suma.

Regla de la composicion

Ademas de la Regla de la suma, el subdiferencial satisface un regla sobre la composicién con
operadores lineales, la cual es lo mds cercano que podemos obtener a una regla de la cadena para
subdiferenciales de funciones convexas. Esta regla sera de particular utilidad para resolver problemas
tales como el problema de Compresion y recuperacion de imdgenes (Seccion 1.2), el cual tiene una
estructura del tipo

Minimizar f(x) + g(Ax) sobre todos los x € X

donde A : X — Y es un operador lineal continuoy g: Y — RU {40} es una funcién convexa.

Recuerdo : Operador adjunto

Sea A : X — Y es un operador lineal continuo entre dos espacios de Hilbert X e Y, se define
el operador adjunto de A, denotado por A* : Y — X, como el operador lineal continuo que

satisface
(y,Ax) = (A"y,x), VxeX,yeY.

En el caso que X = R" e Y = R", todo operador lineal continuo puede ser representado a
través de una matriz. Luego, abusando de la notacion se tiene que A € M, ,,,(R) y el operador
adjunto no es otra cosa que la matriz transpuesta de A, lo que implicaque A* =A" € M,,,,(R).

Proposicion 5.5. Sean (X,(-,-)) e (Y,(-,-)) dos espacios de Hilbert. Considere A : X — Y un
operador lineal continuo 'y f : Y — RU {+eo} una funcion propia, convexa y s.c.i.. Suponga que f
es continua en algiin yo € im(A), entonces se tiene que

d(foA)(x) =A"df(Ax), VxeX.
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Demostracion. Tal como con el Teorema de Moreau-Rockafellar, una de las inclusiones es facil y la
otra requiere mas desarrollo. Sea x € X y comencemos con la inclusién A*df(Ax) C d(foA)(x), que
es la mds directa. De la definicién misma se tiene que si y* € df(Ax) entonces

fAX)+ (y*,y—Ax) < f(y), VyeY.

En particular, esto es cierto para y = Az, con z € X arbitrario. Entonces, usando la definiciéon de
operador adjunto tenemos que A*y* € d(f oA)(x), pues

f(Ax) + (A*y*,z—x) < f(Az), VzeX.

Veamos ahora la otra inclusion. Dado que f es continua en alglin yp € im(A), tenemos que
int(epi(f)) # 0 y ademas la siguiente inclusion siempre es cierta

int(epi(f)) C{(»A) € Y xR | f(y) <A}.
Por lo tanto, dados x € X y x* € d(f 0A)(x), el conjunto
B={(Az, f(Ax) + (x",z—x)) e Y xR | z€ X}
puede ser separado del conjunto int(epi(f)). Efectivamente, ambos conjuntos son convexos (Propo-
sicién 3.1) y no vacios, y ademds, si (y,A) € BNint(epi(f)), entonces para algiin z € X debemos
tener que y = Az, A= f(Ax) + (x*,z—x) y
f(Az) = f(y) <A = f(Ax) + (x",z—x).

Pero esta desigualdad estricta es imposible ya que x* € d(f oA)(x). Por lo tanto, BNint(dom(f)) =0
y por el Teorema de separacion de de Hahn-Banach (Lema 3.1), existe (y*,r) € Y* x R\ {0} tal que

(5.2) (Y, yy+rh < (y",Az) +r(f(Ax) + (x*,z—x)), V(y,A) € int(epi(f)), z € X.

Evaluando en y = Ax, z = x, A > f(Ax), obtenemos que r < 0. Normalizando, podemos entonces
asumir que r = —1. Luego, en virtud de la Proposicion 3.1, para todo y € dom f, existe una suce-

sion {(vn, M) fnen en intepi(f) (que satisface (5.2)) tal que (y,,An) = (v, f()) € epi(f), de donde
haciendo n — oo se obtiene

(5.3) )= fO) < (3, Az) = f(Ax) = (x",z—x),  Vyedomf,zeX.

Por otra parte, evaluando (5.3) en y = Ax 'y z = x+d para algiin d € X\ {0}, llegamos a
(A*'y*—x",d) =0, VvdeX\{0}

de donde podemos concluir que x* = A*y*. Ahora bien, evaluando (5.3) en z = x obtenemos

f(Ax)+(y", y—Ax) < f(y), Vy€dom(f),
lo que implica que y* € df(Ax) y por lo tanto x* € A*df(Ax), lo que completa la demostracién. [

El siguiente es un contraejemplo que muestra que la igualdad no se tiene si la condicién que la
funcidn sea continua en un punto de la imagen de A.

Ejemplo 5.1.4. Supongamos que X =R, Y = R?, sea C = {(x,y) € R?|xX* + (y—1)2 < 1}, f =8¢
yA: x+— (x,0). Luego imA = R x {0}, A*: (x,y) — x, dom fNimA =CN (R x {0}) = {(0,0)}, de
donde foA =08y, yd(foA)(0) =R. Por otra parte, AO = (0,0) y df(A0) = 96¢(0,0) = {0} x R_,
de donde A*df(A0) = {0} C R =09(f0oA)(0). Notar que f no es continua en {(0,0)} = dom f NimA.
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imA =R x {0}

Figura 5.4: Contraejemplo regla de la composicion.

5.2. Condiciones de optimalidad
Volvamos ahora al problema
(P) Minimizar f(x) sobre todos los x € X que satisfacen la restriccién x € S.

Los resultados anteriores nos proveen las herramientas suficientes para poder ahora escribir las con-
diciones de optimalidad para este problema. Estas condiciones se escribirdn en términos del subdife-
rencial de la funcién objetivo y el cono normal al conjunto de restricciones.

Teorema 5.3 (Regla de Fermat III). Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilbert, f : X — RU{+oo} una
funcion propia convexa y s.c.i., y S C X un conjunto convexo cerrado y no vacio. Supongamos que
alguna de las siguientes condiciones es cierta:

1. Existe xy € int(S) tal que f es finita en xo.
2. Existe xo € S tal que f es continua en x.
Entonces, X € S es una solucion de (P) si y solo si
0 € 9f(X) + Ns(%)

o equivalentemente
W €df(x) tal que (x*,x—%) >0, VxeS.

Demostracion. Notemos que X es una solucién de (P) si y sélo si X € argmin(fs), con fg = f + 0s.
Luego, por la Regla de Fermat (Teorema 5.1), X es una solucién de (P) si y sélo si 0 € dfs(%).
Finalmente, cualquiera de las condiciones de calificacion del enunciado implican la hipotesis del
Teorema de Moreau-Rockafellar (Teorema 5.2). Por lo tanto, aplicando ese resultado obtenemos el
resultado buscado pues

dfs(X) = 9f (%) + 98 (%) = 9 f (¥) + Ns(¥).
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5.2.1. Aplicacion a la Programacion Convexa

Estudiaremos ahora un problema particular en optimizacion el cual es conocido como problema
de programacion convexa y que consiste en minimizar una funcién convexa f : X — R sobre el
conjunto de restricciones

S:{x€X|g,~(x)§O, i=1,...,p, (xj‘-,x>:ocj, j:I,...,q}.

donde gi,...,8p : X — R son funciones convexas, x7,...,x; € Xy o,...,0; €R.
Estudiaremos las condiciones de optimalidad de problemas de programacion convexa primero
para el caso sin restricciones de igualdad, y luego extenderemos el resultado a esa situacion.

Restricciones de desigualdad

Concentrémonos en el problema de programacion convexa siguiente:

(Pp)  Minimizar f(x) sobre los x € X que satisfacen la restriccion g;(x) <Oparai=1,...,p.

Para obtener las condiciones de optimalidad del problema precedente necesitamos primero el
converso de la Proposicién 5.2. Por simplicidad mostraremos el resultado para espacio de Banach
reflexivo, sin embargo el resultado es igual de valido para espacio que no lo son.

Proposicion 5.6. Sean (X, (-, -)) un espacio de Hilbert y f : X — R una funcion convexa y continua
tal que T'y(f) # 0 para cierto y > infx (f). Luego para todo x € T'y(f) se tiene

NEN(x) = Fu>0, 1 €df(x), tales quen =’ y u(£(x) ~Y) = 0.

Demostracion. Recordemos primero que, gracias a Proposicion 5.1, tenemos que df(x) # 0 para
todo x € X, pues f es continua en X. Separemos la demostracién en varias etapas.

1. Tomemosn € Nr,(1) (x) y asumamos que 1 # 0; el caso 1 = 0 es directo de tomar u = 0. Luego,
por definicion tenemos

M,y) <M,x), Yy eIy(f)

Notemos que si f(y) < Y entonces necesariamente se tendrd que (1,y) < (1,x). En efecto, si
esto no es asi, dado que 1 € Np,()(x) deberfamos tener que (1,y) = (1,x), pero por conti-
nuidad de f se tendrd que existe > O tal que Bx(y,7) C I'y(f), con lo cual podemos afirmar
que

<n;y+fd> < <n7x>7 vd € By,

y por lo tanto, dado que (1,y) = (n,x), tenemos
r(n,d) <0, Vde By,
lo que implica que ||n||« = 0, es decir n = 0, lo que no puede ser. Notemos ademds que lo

anterior es también vilido si y = x. En consecuencia, si f(x) < 7 se tendrd necesariamente que
N =0, y la conclusion es vélida tomando u = 0.
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2. Resta ver ahora el caso f(x) = v para concluir la demostracion. Consideremos el conjunto

Sn={reX[Mm,y) > Mn,x}

Notemos que si y € Sy, entonces usando la contra-reciproca de la afirmacion demostrada ante-
riormente tenemos que f(y) >y = f(x). En otras palabras, x € X es 6ptimo del problema

Minimizar f(y) sobre todos los y € X que satisfacen la restriccion y € Sy,
Este problema es convexo y por lo tanto gracias al Teorema 5.3 tenemos que

0€df(x) +Ns, (x).

3. Notemos que para cada v € Ng, (x) \ {0} tenemos que si (v,y) =0 entonces (n,y) = 0. En efec-
to, razonando por contradiccidn si existiese y € X tal que (v,y) = 0 pero (1,y) # 0, podemos
asumir sin pérdida de generalidad que (1,y) > 0. La continuidad implica que podemos encon-
trar r > 0 tal que (1, y+rd) > 0 para todo d € Bx. En particular, tendremos que y+rd +x € Sy,.
Ahora, dado que v € Ns, (x) y (v,y) = 0 tenemos que

r{v,dy=(v,y+rd+x—x) <0, VdeBx.
Esto nos llevaria a concluir que ||v|| = 0, lo cual no puede ser.

4. Seav € Ng, (x) \ {0} y consideremos B = {tv | t € R}. Tenemos entonces que N € B, pues si
no, por el Teorema de Hahn-Banach (Lema 3.1) existird y € X tal que

y,m) < (ytv), VeeR.

Como lo anterior es cierto para todo ¢ € R, necesariamente tenemos que tener (y,v) =0y por
lo tanto (y,m) < 0. Sigue que (v,y) =0y (n,y) <0, lo cual contradice lo demostrado en el
punto anterior.

5. Juntando toda la informacién anterior llegamos a que existe u € R y x* € df(x) tales que
N = ux* para el caso f(x) = 7. Dado que m # 0, entonces x* # 0 y u # 0. En particular, por la
Regla de Fermat (Teorema 4.4) se tiene que Y= f(x) > infx(f) y por lo tanto existe y € X tal
que f(y) < y. Notemos ademads que

(@ y—x) < fy)—f(x) = f(y) —y<O.

Finalmente, como ux* =m € N (5)(x) e y € Iy(f) entonces

:u<-x>k7y_x> = <,UX*7)’—X> S 07

de donde se concluye que u > 0, lo cual completa la demostracion.
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Teorema 5.4 (Teorema de Kuhn-Tucker I). Sean (X,(-,-)) un espacio de Hilbert, f : X — Ry
g1,---,8p : X — R funciones convexas y continuas. Supongamos que existe xo € X tal que

gi(x) <0, Vi=1,...,p

Entonces, x € X es una solucion de (Pp) si y solo si existen uy, ... ,u, > 0 tales que
(5.4) 0 € df(x) +Zm%
(5.5) gi(*) <0 y m&()ZQ Vi=1,....p

Demostracion. Notemos que gracias al Teorema 5.3, X € X es una solucion de (Pp) si y sélo si
0 € 9f (%) +Ns(%),

conS={xeX|gi(x)<0,i=1,...,p}. Recordemos que Ng(x) = ddg(x) para cada x € X. Ademds,
si denotamos S; = {x € X | gi(x) <0} paracadai € {1,...,p, sigue que

P
= ZSSi(x), Vx € X.
i=1

Notemos que dado que existe xg € X tal que
gi(x0) <0, Vi=1,...,p

podemos aplicar recursivamente la regla de la suma para el subdiferencial, y obtener
P
Ng(x) = ddg(x Z 99, (x ZNSi (x), ¥xeX
i=1

Para concluir resta ver que para cada x € S; se tiene que
NENs,(x) <= 3w >0, 3 €dgi(x), tales que N = px; y pigi(x) = 0.

Pero esto es consecuencia directa de la Proposicion 5.2 y Proposicion 5.6. Luego el teorema ha sido
demostrado. [

Restricciones de desigualdad e igualdad
Retomemos el problema general de programacion convexa, es decir,
(Ppr)  Minimizar f(x) sobre los x € X tales que g;(x) <Oparai=1,...,py {(x) = (a,...,04)
donde ¢ : X — RY es el funcional lineal continuo dado por
0(x) = ((7,%),..., (x5, %)), Vx € X.

La version que estudiaremos ahora del Teorema de Kuhn-Tucker es una extension de Teorema 5.4.
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Teorema 5.5 (Teorema de Kuhn-Tucker II). Sean (X, (-, -)) un espacio de Hilbert, f : X - Ry
g1,---,8p : X = R funciones convexas y continuas. Sean xi,...,x; € X y a,...,04 € R dados.
Supongamos que existe xo € X tal que

gi(x0) <0, Vi=1,...,p. y (xj,x0)=0;, Vj=1,...,q

Entonces, X € X es una solucion de (Ppy) si y sélo si existen uy, ... ,up >0y Ai,..., Ay € R tales que
q

(5.6) 0 € df(x) +Z,u,ag, )+ Y A
j=1

(5.7 gi(X) <0 y pigi(¥)=0, Vi=1,...,p

(5.8) (¥, 0 =0; Vji=1,...q

Demostracion. Notemos que gracias al Teorema 5.3, ¥ € X es una solucién de (Ppy) si y sélo si
0 € 9f(¥) + Ns (%) + N (%),

conS ={x e X|gix) <0, izl,...,p}yH:{x€X| (x5, x) = 0, jzl,...,q}.Yahernosvisto
que

P
NEeNs(X) <= Jui,...,up >0, tales que yigi(X) =0y M € Y 1i0gi(x)
i=1
Luego, para concluir basta ver que
q
NENu(X) <= F\,..., A €R, talesquen = Z Ajx.
j=1
Dividamos la demostracion de esta equivalencia en partes:
1. No es dificil ver que para cualquier A1,...,A, € R se tiene
q q q q
* = * = *
Y dpgx—x )= (Apgx—5) =) A ({0 - Z — ).
=1 =1 =1 =1
Lo que a su vez implica que ¥/ i1 hjixj € Ny (%). Hemos aqui demostrado la implicancia (<).

2. Veamos ahora que Ny (X) es un espacio vectorial. Dado que Ny (X) es un conjunto convexo,
bastard mostrar que si 1 € Ny (%) entonces —n € Ny (X). En efecto, notemos que si 1 € Ny (X)
entonces

M,x—x) <0, VxeH

y que ademas, si x € H, entonces igualmente 2X — x € H. Esto dltimo se debe a que
(x7,2% —x) = 20; — O = 0, Vji=1,...,q.
Entonces tenemos que
(—M,x—X) =N, x—x)=(M,(2x—x)—%) <0, VxeH.
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3. Notemos que lo demostrado en el paso anterior implica que para todo x € X la siguiente pro-
piedad es cierta

(5.9) (xX5,x—%) =0, Vj=1,....q = M,x—X)=0, VneNgX).

Consideremos el espacio vectorial

B:{X*EX

Queremos demostrar que cualquier 1 € Ny (%) pertenece a B. Supongamos por contradicciéon
que esto no es asi. Luego por el Teorema de Separacion de Hahn-Banach (Lema 3.1) podemos
separar estrictamente 1 del conjunto B.i.e., existe x € X\ {x} tal que

q
Jri,..., Ay € Rtal que x™ = ijx}f}.
=1

q
M,x—Xx) < Z?»j<x*~ x—X%), VAL,...,A; €R.

Jo?
J=1

Esto implica que (x}*.,x —X%) =0 paratodo j=1,...,q pues si no, podemos hacer A; — Fooy
llegar a una contradiccién. Ahora bien, por (5.9) tenemos que (1,x — %) = 0, lo cual tampoco

puede ser. Por lo tanto, n debe pertenecer a B y la conclusion sigue.

]

Lagrangiano de un problema de programacion convexa

Veremos a continuacion una lectura diferente del Teorema de Kuhn-Tucker, la cual es una forma
equivalente del resultado, pero que sin embargo entrega una vision distinta del problema de progra-
macion convexa.

Consideremos la funcién Lagrangeana asociada al problema de programacion convexa general
(Ppr), que denotamos L : X x R?” x R? — R, y que esta dada por

P q
L(x,u,A) == f(x)+ Z,u,-g,-(x) + Z Aj((x,x) —ag), VxeX, ueRP,AeR?
i=1

j=1

Notemos que para ui,...,up > 0y Aq,...,A; € Rfijos, uno tiene que la funcién x — L(x,u,\) es
convexa. Luego, bajo hipétesis simples podemos esperar que se tenga la igualdad

p q
OxL(x,1,A) := O(L(-,1,A)) (x) = Of (%) + Y midgi(x) + ) Ajx, VxeX.
i=1 =1

Cabe destacar que en el caso diferenciable, tendremos que

p q
OxL(x,u,\) = {Vf()?) + Y wiVei(x) + Y, Kjx;} , xeX
j=1

i=1

Sigue que el Teorema de Kuhn-Tucker se puede re-escribir de la siguiente forma:
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Teorema 5.6 (Teorema de Kuhn-Tucker III). Sea (X,(-,-)) un espacio de Hilbert, f : X - Ry
g1,---,8p : X = R funciones convexas y continuas. Sean xi,...,x; € X y a,...,04 € R dados.
Supongamos que existe xo € X tal que

gi(x0) <0, Vi=1,...,p. y (xj,x0)=0;, Vj=1,...,q
Entonces, x € X es una solucion de (Ppy) si y solo x es factible, es decir,
gi(¥) <0, Vi=1,....p y (x;,%5)=0a; Vj=1,..q,
y ademds existen uy,...,u, > 0y Aq,...,A; € R tales que
0€ 0 L(x,u,A) y wigi(x)=0, Vi=1,...,p.

Mds aiin, si la funcion objetivo f'y las funciones g1, ...,g, son diferenciables en una vecindad de X,
entonces la condicion anterior es equivalente a

D q
0= VxL(XMJ?)\') = Vf(j) + Z‘ungi@E) + Z }\’ij y ‘uigi(x) = 07 Vi= 17 s P
i=1 j=1

1=

5.3. Aproximacion de Moreau-Yosida

En esta seccion estudiaremos un forma de aproximar funciones convexas no diferenciables, usan-
do una secuencia de funciones convexas que si lo son. Este esquema de aproximacion dard paso a
introducir métodos numéricos para resolver problemas de optimizacion convexa no diferenciable.

En adelante nos situaremos en el contexto de espacios de Hilbert, es decir, X es un espacio de
Banach y la norma || - || estd inducida por un producto interno (-, -). Como mencionamos al comienzo,
X serd identificado con X y el producto dualidad serd el mismo que el producto interno.

Definicion 5.2 (Aproximacion de Moreau-Yosida). Sean (X, (-, -)) un espacio de Hilberty f : X —
R U {+o0} una funcion dada. Para o. > 0, la aproximacion Moreau-Yosida de f es la funcion

fuld) = i {10+ 5o} e

En la Figura 5.5 se muestran dos ejemplos para f = |- | y para f = §_; j con o = 1.
La siguiente proposicién resume las principales caracteristicas de la aproximacién de Moreau-
Yosida de funciones convexas.

Proposicion 5.7. Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert y f :X — RU {400} una funcion propia
convexa y s.c.i. Si o. > 0 estd fijo, entonces fo, es convexa, Fréchet diferenciable en X y para todo
x € X existe un iinico yy(x) € dom(f) tal que

Vi) = 2 Cor0(0) 3 ul) = Fu) + o -yl

Ademds, las aplicaciones V fy : X — X e yq : X — X son Lipschitz continuas de constante é vy,
respectivamente. También se tiene que

(}Lfg%)ya(x) =x y él’g%)fa(x) = f(x), Vx € dom(f).
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Jo

Figura 5.5: Ejemplos de fy, con a0 = 1.

Demostracion. Dividiremos la demostracion en varias partes:

1. Comencemos mostrando la existencia y unicidad de yq(x). Notemos que y(x) debe ser un
minimo del problema de optimizacion dado que define a la aproximacién de Moreau-Yosida.
Mas atn, como la funcién y — f(y) + %c lx — y||? es estrictamente convexa tenemos que ésta
tiene a lo mds un minimo, de donde obtenemos la unicidad. Para la existencia veamos que
vy fly)+ %Hx —y||? es coerciva. En efecto, como f es convexa propia y s.c.i., gracias a
Proposicion 3.3, existe x* € Xy ¢ € R tal que

1 1
FO 45 =37 = &y) et o=yl = gl =yl), WyeX,

donde g(t) = 551> — ||x*||+¢ + (x*,x) +¢. Notemos que g es una funcién cuadratica, entonces por
Proposicion 4.2 ésta es coerciva, de donde obtenemos que y — f(y) + 2]_a |x — y||* es también
coerciva. Luego, gracias al teorema de Weierstrass-Hilbert-Tonelli (Teorema 3.1) podemos
asegurar la existencia de yq(x) para cualquier x € X. Mas aun, gracias a la regla de Fermat y la
regla de la suma para subdiferenciales (Teorema de Moreau-Rockafellar), tenemos que

0€df(va(x))+ y"‘(f% Vre X,

2. Como (x,y) = f(y) + 2=|lx — y||* es convexa, la convexidad de f; es directa del Ejercicio 2.
Veamos ahora que f, es Fréchet diferenciable con V f (x) = ’%‘*(x)

cualquier 4 € X tenemos que

. Por la parte anterior para

Ja(x+h) = fu(x) = f(Yalx+h)) = f(va(x)) + % (Il +7 = ya (e +m)|* = x = ya(x)|).

Dado que 2l ¢ g f(va(x)) podemos deducir que

o

Jalx+h) = fu(x) =

pero

(= ya(x),yalx+h) = yalx)) + % (Ibe+h = yalx+n)[* = lx = ya(x)I?)

RiIr

b= ya (e -+ = [l = ya ()
= [ya(x+h) = yalx) = h = (x = ya(0))* = x = ya(x) I
= [ya(x+h) = ya(x) = A = 2(x = ya(x), yalx+h) = ya(x) = h)
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. . . % _ X—Yalx
lo que implica que, si denotamos x* = &*( )

, entonces
fa(x+h) = fo(x) = (x*,h) > [[ya(x+h) — yo(x) — hl|* > 0.

Por otro lado, por definicion de la aproximacion de Moreau- Yosida tenemos

e 4h) — fal) < F0a(0) + e b+ = yalo) P~ F0a(0) — e =y

= 5o (et h=ya(l? ~ e —yalx)|P) = 5 (1P + 20— va(o), 1)

Esto a su vez nos lleva a concluir que f, es Fréchet diferenciable con Vfy(x) = x* = )%M

pues, reuniendo las desigualdades anteriores llegamos a:
1
0 < fa(x+h) — fa(x) — (x*,h) < EHMIQ, Vh e X.

3. Veamos que yq no-expansiva. Para ello notemos que V fu(x) € df(yo(x)), luego usando la
monotonia del subdiferencial tenemos

(Vfa(x+h) = Viu(x),ya(x +h) = ya(x)) 20, VheX,
pero, esto implica que
(= vl )+ valx) valx+h) v} 20, VREX,
y por lo tanto
Al [ye(x+h) = ya ()| = (B yo(x+h) = yalx)) > [[ya(x+h) —ya(x)Hz, VheX.
Dividiendo por ||ye(x+ /) — yo(x)|| se obtiene el resultado buscado.

4. El hecho que V fq es Lipschitz continuo viene de la siguiente desigualdad:
1
IV falie 1) = Vo 0)|* = 5 llh=yalx+h) = yo ()]
1
= 5 (11% = 2h,yo(x 1) = () + [yl +h) = ya(¥) ?)

1 2 o Lo
< oz U = yate+7) = ya(@)7) < 1Al
5. Por definicion de la aproximacion de Moreau- Yosida tenemos

F0ul0)) < ful®) = FOal) + 5 ¥ —yal)|? < £(). V€ dom(f).

200

Recordemos que existe x* € Xy ¢ € R tales que

(& ya(x)) +¢ < f(valx), Vx € dom(f).
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Con esto vemos que para cada x € dom(f) tenemos

e = ya()II? < 200(f (x) = ¢+ " [|yax) )

y por lo tanto ||x — ye(x)|| estd uniformemente acotado con respecto a o > 0. Luego, a posteriori
vemos que ||x — yg(x)|| = 0 si & — 0y x € dom(f). Finalmente, como f es s.c.i tenemos que

f(x) < liminf f(va(x)) < limsup f(ya(x)) < f(x), Vx € dom(f).

a—0

Usando esto, y el hecho que yq es Lipschitz continuo, podemos extender las convergencia al
caso x € dom(f), lo que concluye la demostracién

]

5.3.1. Meétodo de Punto Proximal

Las propiedades de la aproximacion de Moreau-Yosida nos permiten definir, para toda funcién f
propia, convexa y s.c.i. y & > 0, el operador prox, : X — X como

proxe(x) == yo(x),  VreX,

donde yq(x) esta dado por la Proposicion 5.7. La existencia del operador proximal de f de constante
o es una consecuencia de la Proposicion 5.7. Notemos también que ese resultado permite caracterizar
al operador proximal como la tnica solucidn, para x € X dado, de la inclusién

xEy+odf(y).

Ejemplo 5.3.1. Sea S C X un conjunto convexo, cerrado y no vacio. Luego, no es dificil ver que la
regularizada de Moreau-Yosida de la funcion dg es

_ b
(8s)o(x) = 2ad1st (x,S), ¥xeX.

Aqui x — dist(x,S) es la funcidn distancia (ver Ejercicio 6 - Capitulo 3) Por lo tanto, proXys,(x) no
es otra cosa que la proyeccion de x sobre S, para todo o. > 0.

Para aproximar los minimos de f, proponemos generar una sucesion via la recurrencia
(5.10) Xk+1 = pI‘OXakf(Xk), Vk € N,

donde la condicidn inicial xg € X es arbitraria y o > 0. En otras palabras tenemos que

1
fou () = fos1) + 2—||xk — X1 ||*
Otk

Estudiaremos ahora la convergencia de una sucesion generada por (5.10), el cual se conoce como
Método de Punto Proximal.
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Teorema 5.7. Sean (X, (-,-)) un espacio de Hilberty f : X — RU{+eo} una funcién propia convexa
y s.c.i. tal que argminx (f) es no vacio. Considere una sucesion {ay} C R que satisface

infoy=0>0
keN

v la sucesion {x;} generada por (5.10) partiendo desde xo € X arbitrario. Entonces Ix. € argminx(f)
tal que Xy — Xo cuando k — oo.

Demostracion. Seak € Ny sea X € argminx(f). Usando la Proposicion 5.7 y (5.10) deducimos

BT € 9 (),
Ol
de donde, por convexidad de f obtenemos
1 _ _
(5.11) f(xk+1)+a—k<xk—xk+1,x—xk+1)Sf(X)

0, equivalentemente,

1 _ _ _
F) 450 (et =201 12+ vk 1 =012 = [ — 5% < f(%).

Usando que f(x) < f(y) para cualquier y € X, se obtiene
b1 = &% < flve = &7 = [l = x40 |1

de donde la sucesién { ||x; — X|| } es decreciente y positiva, por lo tanto convergente y {x; } es acotada.
Ademads, sumando sobre k entre 0 y n en la desigualdad anterior y usando la propiedad telescopica

deducimos
n

Y o = l1 < flvo — 71 = a1 =51,

k=0
de donde concluimos que la serie Y7 || Xk — Xk+1 |? es convergente y luego x; — x;1 — 0. Para
concluir, basta usar el Lema 4.1. Sea z € X un punto de acumulacion débil de la sucesion {x; }, cuya
existencia estd garantizada por el acotamiento de la misma. Digamos x;, — z. Usando que f es s.c.i.
para la topologia débil dado que es convexa (Proposicion 3.3) y (5.11) se deduce

F16) < imint f(a,) = timint (705, + 1 05,1 0,5 -0,) ) < 769,

k—+-o0

kn

donde la igualdad se obtiene del hecho que

fI>l£0Ckn >o >0, Xk, —1 — Xk, — 0 vy Xk, — 2.
n=

De ese modo, z € argminx(f) y el resultado se deduce de Lema 4.1 con S = arg minx(f). O
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5.4. Meétodo del Gradiente Proximal

Varios de los problemas mencionados en la Seccién 1.1 se pueden formular como casos particular
del problema de optimizacion

(5.12) min f(x) +g(x),
xeX

donde f: X — RU{+e0} es una funcién convexa propia s.c.i. y g: X — R es otra funcién convexa,
pero Gateaux diferenciable con gradiente L-Lipschitz continuo. Nos interesa ahora estudiar un méto-
do numérico para resolver problemas con esta estructura. El algoritmo que introduciremos se basa
en la siguiente idea:

Supongamos que ¥ € argminx(f + g). Entonces del teorema de Fermat y Teorema de Moreau-
Rockafellar (Teorema 5.2) se concluye

Xeargming(f+¢) < 0€d(f+g)(x) =af(¥)+{Ve(X)}.
Notemos que, para todo & > 0, la condicion de optimalidad anterior es equivalente a
¥—aVg(X) eXx+adf(¥) <& X =proxys(f—avg(x)).
Esto motiva el Método del Gradiente Proximal. , que esta definido a través de la recurrencia
(5.13) X+1 = Proxg, p(xx — Vg (xx)), VkeN,

donde x¢ € X es arbitrario y o, > 0. Notemos que esta es una extension natural del método de punto
proximal. En efecto, ese algoritmo se recupera si tomamos el caso g = 0.
Ahora estudiaremos la convergencia del método del Gradiente Proximal.

Teorema 5.8. Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert, f: X — RU{+e} y g : X — R dos funciones

propias convexas y s.c.i. tal que argminx (f + g) es no vacio. Supongamos que g es Gateaux diferen-

ciable en X con Vg siendo L-Lipschitz continuo en X. Consideremos xo € X arbitrario, € € (0, %) y

una sucesion {0y} C R tal que
2
egockgz—s, Vk € N.
Entonces la sucesion {x;.} generada por (5.13) converge débilmente a algiin x. € argminx(f + g).

Demostracion. Sea k € Ny sea x € argming (f + g). Usando la Proposicion 5.7 y (5.13) deducimos

xk_a—ZkH —Vg(xi) € 9f (Xpt1),

de donde, por convexidad de f se obtiene

1
f ) + a—k<xk — Xk 1Y — Xk 1) — (Ve (k) y —xiv1) < f(y), VyeX,

0, equivalentemente,

1
SFar) < FO0) +(Vela),y —xag1) + T (Ibee =Y II1* = [l = xx1 1> = e —¥117), Wy eX.
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Por otra parte, del Lema 4.2 se obtiene

L
8(xkr1) < 80 + (Vo) X1 =3) + S s —xel?, Wy €X.
Sumando las dos tltimas desigualdades se deduce que, para todo y € X,
(5.14)

1 L
(f+e)lun) < (f+8)0)+ 50 (Il = 3117 = Il = e 1 1% = [Psen = 11%) + 5 e = e |

En particular, si tomamos y = x; obtenemos de oy <2/L—¢

1 L 2 el? 5
O+ 8)e) < (400 (5 =5 ) sl < 0+ w0 - b=l

Deducimos que la sucesion {(f + g)(xx)} es decreciente y acotada inferiormente por (f + g)(x*) =
min(f + g), por lo que converge. Ademds, sumando sobre k entre 0 y n en la desigualdad anterior y
usando la propiedad telescopica deducimos

2 n
Y i < () (30) — (F ) o)
k=0

de donde concluimos que la serie Y5 ||xx — xx+1/|* es convergente y luego x; — x4 — 0.
Ahora, tomando y =X en (5.14) de € < oy < 2/L se tiene

1
(f+8) (1) < (f+g)(X)+ T (llx = &> = (|1 — X[|* + (oL — 1) | — x41]%)

1
(5.15) < (f+g)x)+ % (e — %112 = [l0s1 — &%+ e — X117

de donde, usando que (f + g)(X) < (f+g)(y) para cualquier y € X, concluimos
[Pt 1 =1 <l = 212 4+ [l = x|

por lo que, dado que la serie Y3, ||xx — xx+1/|* converge, se deduce que {||xx+1 — %||*} converge.

Para concluir, basta usar el Lema 4.1. Sea z € X un punto de acumulacién débil de la sucesion
{xx}, cuya existencia estd garantizada por el acotamiento de la misma. Digamos x;, — z. Usando
(5.15), la semicontinuidad inferior de f + g, xx — X1 — 0y que {||xx — ||*} converge, deducimos
que

(f +8)(2) < liminf(f +g) (xx,)
1
< timinf £+ )0+ 5 (b =1 = g~ + 1 -, 1)

n—+oo

= (f+g)(X),

de donde z € argminx (f + g) y el resultado se deduce de Lema 4.1 con S = argminx (f + g). O
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5.5. Ejercicios

1. CARACTERIZACION DE FUNCIONES CONVEXAS NO DIFERENCIABLE
Muestre que, andlogamente al Teorema 4.1, se tiene que si (X, || - ||) un espacio vectorial nor-
madoy f: X — RU{+oo} es propia se tiene que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) f:X — RU{+eo} es convexa.
(ii) f es subdiferenciable: f(x)+ (x*,y —x) < f(y), Vx,y € dom(f), x* € df(x).
(ili) df es mondtono: (x* —y* x—y) >0 Vx,y € dom(f), x* € df(x), y* € df(y)-

2. CONJUGADA DE FENCHEL

Sean (X, (-, -)) un espacio de Hilbert y f : X — RU {400} una funcién propia convexas y s.c.i.
Definimos la funcién conjugada de f, denotada f* : X — RU {+oo} via la férmula:

F(x*) =sup{(x*,x) — f(x)}, Wx"eX.

xeX

a) Demuestre que f* es una funcién convexa y s.c.i., y que f* es propia si infx (f) > —eo.
b) Pruebe que x* € df(x) siy s6losi f(x)+ f*(x*) = (x*,x).

¢) Calcule la funcién conjugadade f = || -||.

3. SUBDIFERENCIAL DE LA NORMA
Sean (X, (-, -}) un espacio de Hilbert. Demostrar que d|| - ||(0) = Bx y que en general se tiene
que
ol - |(x) = {x" e X [IX"[l« <1, (x",x) =[lx[|}, VxeX.
4. INF-CONVOLUCION

Sean (X, (-, -)) un espacio de Hilbert, f: X — RU {400} y g: X — RU{+eo} funciones
propias convexas y s.c.1.. Se define la inf-convolucion de f'y g mediante

(fOg)(x) :=mf{f(x1) +g(x2) | x1 +x2 =x}, VxeX.

a) Pruebe que fTg es convexa, con dom(fJg) = dom(f) 4 dom(g).

b) Pruebe que si x; € dom(f) y X, € dom(g) son tales que (fg) (%1 +X%2) = f(%1) + g(X2),
entonces J(fg)(X] +x2) = df (X1) Ndg(x2).

c) (Efecto Regularizante) Suponga que X; son los considerados en la parte anterior. Asu-
miendo que fLlg es subdiferenciable en ¥ = X; + X», muestre que f[lg es Gateaux-
diferenciable en X si g lo es en X, con

V(fOg)(x) = Vg(x2).
Muestre si ademas g es Fréchet-diferenciable en X;, entonces f[ g también lo es en X.

d) Suponga que (X, (-,-)) es un espacio de Hilbert y sea S C X un conjunto convexo, cerrado,
no vacio. Calcular ddist(x,S) para x ¢ S, donde x — dist(x,S) es la funcién distancia al
conjunto S (ver Ejercicio 6 - Capitulo 3)
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5. PROPIEDADES DEL OPERADOR prox
Sean (X, (,-)) es un espacio de Hilbert, o > 0y f: X+~ RU {+eo} una funcién propia, con-
vexa y s.c.l. Demuestre que, para todo x e y en X, se tiene

a) X —proxq(x) € adf(proxy (x)).
b) [[proxe(x) — proxe s (y)I|* < [lx =y = |1 — prox ) (x) — (I — proxg) (v)

€) (Proxe(x) —proxes(y),x =) > [[proxg(x) — proxe,(v)|*.
d) x € argminx(f) & x=proxy(x).

2.

6. EJEMPLOS DE CALCULO EXPLICITO DEL OPERADOR prox

a) Sean Xi,...,X, espacio de Hilbert y considere X = X x --- x X, el espacio producto
dotado por el producto interno estandar y f: X — RU {+eo} definido por

flx):= Zﬁ(x,-), Vx = (x1,...,x,) € X,
i=1

donde f; : X; — RU{+oe0} son funciones propias convexas y s.c.i.. Muestre que para todo
o > 0 se tiene que

ProxXes(x) = (proxyy, (x1), ..., proxg s (xn)),, Vx= (x1,...,%;) € X.
Encontrar una expresion explicita para f(x) = ||x|[1 = ¥/, |xi|, en el caso X =R".

b) Sea S C X un conjunto convexo, cerrado, no vacio de un espacio de Hilbert (X, (-,-)) y
sea f = 8g. Muestre que para todo o > 0 se tiene prox, ¢(x) = proy(x,S) para todo x € X.

7. METODO DE EXTRA-GRADIENTES DE KORPELEVICH

Sean (X, (-,-)) un espacio de Hilbert real de dimension finitay f : X — RU {4} una funcién
propia convexa y s.c.i. con argminx (/) # 0. Consideremos ¢ € (0, 1) y una sucesién {0y} C R
tal que

M>0, VkeN y Y A=oo
k=0

El método de de extra-gradientes de Korpelevich consiste en construir recursivamente la se-
cuencia
*
X1 = X — OlgeXy,

a partir de un punto inicial xo € X donde la direccién x se escoge de forma tal que
x; €0f(yr) paraalgin y; € X que satisface |yx — xx + ouxy | < Olyr — xx -
Se propone estudiar la convergencia de este método, para ello proceda como sigue:

a) Sea 0 = 3|x; — x| con ¥ € argminx (f). Probar la desigualdad

00— 00 < aWlF() ~ Q0] + 5 (6 — il

b) Deducir que |y; — x¢| — 0y concluir que x; — Xo para algin x., €€ argminx(f).
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PARTE II

TEORIA LOCAL DE OPTIMIZACION

Caso general

Resumen. En esta parte del curso nos enfocares en estudiar problemas generales de opti-
mizacién, no necesariamente convexos. Veremos que la principal diferencia en este caso
es que el andlisis es esencialmente local y que las condiciones necesarias de optimali-
dad pueden no ser suficientes. Esta parte del curso se dividird en dos. En una primera
instancia estudiaremos problemas sin restricciones, que serd el andlogo al capitulo de
Optimizacion Convexa Diferenciable. Luego pasaremos a problemas de Programacién
Matematica donde repasaremos las condiciones de optimalidad de Kuhn-Tucker.
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CAPITULO 6

Optimizacion irrestricta

Abstract. En este capitulo estudiaremos problemas de optimizacién donde se busca mi-
nimizar una funcién diferenciable, no necesariamente convexa. Estudiaremos las con-
diciones de optimalidad, necesarias y suficientes para que un punto sea un minimo en
un sentido local. Introduciremos ademas algunos métodos algoritmicos para encontrar
minimos locales de funciones diferenciables.

La optimizacion convexa entrega una buena intuicion sobre lo que es la optimizacion en general,
y de alguna forma puede ser vista como el caso mas favorable que uno puede estudiar. A partir de
ahora usaremos esa intuicion para analizar problemas mds generales.

A lo largo de este capitulo trabajaremos basicamente con funciones f : X — RU{+eo} definidas
sobre un espacio de vectorial normado (X, || - ||), que para muchos efectos serd tomado simplemente
como R" dotado de la norma Euclideana, que hemos denotado hasta ahora por | - |. En general, y de
forma similar a lo hecho en el capitulo 4 , asumiremos que f : X — RU {400} es, al menos, Gateaux
diferenciable en int(dom(f)).

6.1. Minimos locales

Recordemos que la inf-compacidad y la semi-continuidad inferior son criterios que nos permiten
determinar la existencia de minimos de un problema de optimizacion del estilo

(P) Minimizar f(x) sobre todos los x € X.

En el caso de optimizacién convexa tenemos que la Regla de Fermat (Teorema 4.4) permite caracte-
rizar los minimos de una funcién convexa. Sin embargo, en el caso no convexo esto puede fallar y en
general esa regla solo nos entrega informacion local de la funcion.

Definicion 6.1 (Minimos locales). Sea (X, (-, )) un espacio de Hilberty f : X — RU {+} una
funcion dada. Un punto % € int(dom(f)) se dice minimo local de f si existe r > 0 tal que

f(x) < fx), Vx € Bx(%,r).

Un minimo local se dice estricto si la relacion anterior es vdlida con desigualdad estricta.
Ademds, X € X se dird mdximo local (estricto) de f si X es un minimo local (estricto) de — f.

En adelante, y para no generar confusion, a los minimos de una funcidn le agregaremos el adjetivo
global para distinguirlo de los minimos locales. Es claro que todo minimo global del problema (P)
es también un minimo local; de hecho podemos tomar r > 0 arbitrario. Sin embargo, como muestra
el siguiente ejemplo, minimos locales no son necesariamente minimos globales de la funcién en
cuestion, de hecho, su existencia no asegura siquiera que la funcion sea acotada inferiormente.
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2

Ejemplo 6.1.1. Consideremos la funcién sobre R definida por f(x) = x> —x*. No es dificil ver que

X =0 es un minimo local de f. Efectivamente, la desigualdad

fO)=0<x*—x*

es trivial bajo la condicion |x| < 1 (de hecho es un minimo local estricto). Luego, X = 0 es un minimo
local de f pero no es un minimo global de f, puesto que f(x) < 0 para cualquier |x| > 1. Mds aiin,
se verifica que f(x) — —oo si |x| — o0, es decir, f no es acotada inferiormente.

R

Figura 6.1: Grafo de la funcién f(x) = x> —x*.

La primera gran diferencia que existe entre la optimizacién convexa y el caso general es que,
contrariamente a lo mostrado en el ejemplo anterior, minimos locales de funciones convexas son
también minimos globales.

Proposicion 6.1. Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilberty f : X — RU {400} una funcion convexa
dada. Si X € X es un minimo local de f entonces x € argmin (f).

Demostracion. Como X es minimo local, existe » > 0 tal que
(%) < f(x), VxeBx(xr).

Seay € X'y probemos que f(xX) <y. Siy € Bx(x,r) no hay nada que probar, asi que supongamos que
|ly —x|| > r y definamos z = X+ M(y — X) donde m € (0,1) y, ademas, z € Bx(x,r). Luego

f(x) < f(z) y, por convexidad de f, se tiene

r

+m(f(ﬂ—f(f)),

f(2) < f(%)

de donde f(y) — f(x) > 2

r

(f(z) — f(x)) > 0 de donde se deduce el resultado. O

6.2. Condiciones necesarias de optimalidad
La segunda gran diferencia entre la optimizacién convexa y el caso general se refiere a las con-

diciones de optimalidad. Recordemos que en el caso convexo diferenciable la Regla de Fermat (Teo-
rema 4.4) dice que un minimo (global) de f : X — R U {+eo} estd caracterizado como solucién de la
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ecuacion Vf(x) = 0. En el caso general esto es solamente una condicién necesaria, pero no suficien-
te; por ejemplo la funcién x — x> satisface la condicién en ¥ = 0, pero & no es un minimo (global ni
local) de la funcion.

A continuacién estudiaremos condiciones necesarias de optimalidad, similares a la Regla de Fer-
mat. Dado que éstas involucran las derivadas de la funcion objetivo, nos bastara conocer el compor-
tamiento de la funcién en una vecindad del minimo en cuestién. Por esta razon las condiciones de
optimalidad se puede obtener para minimos locales y no solamente para minimos globales.

6.2.1. Condiciones de primer orden

Estudiaremos primero condiciones que involucran la informacién de primer orden de la funcion
objetivo, es decir, nos bastard conocer la derivada de la funcién en cuestion.

Teorema 6.1 (Condicién necesaria de primer orden). Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilberty f : X —
RU{+oeo} una funcion Gateaux diferenciable en una vecindad de X € X. Si X es un minimo local de
f entonces

(CNPO) V(%) =0.
Demostracion. Sea r > 0 tal que

) < f(x), VYxeBx(xr)
y sead € X\ {0}. Para todo ¢t < r/||d|| se tiene que X+ td € Bx(x,r) y, luego,
fE+1d) - f(X)

t

> 0.

(6.1)

Tomado limite t — 0T se concluye (Vf(%),d) > 0 para todo d € X\ {0} y el resultado se concluye
reemplazando d por —d en el razonamiento anterior. 0

Notemos primero que (CNPO), para el caso de espacios de Hilbert y funciones Gateaux diferen-
ciables se limita simplemente a la condicién

V£(x) =0.

Por otra parte, en la demostracién del Teorema 6.1 podriamos cambiar f por — f y obtener la misma
conclusion. Esto quiere decir que (CNPO) es ciega con respecto a la operacion que se esta ejecutan-
do, ya sea minimizar o maximizar. Ademads, como mencionamos anteriormente en el ejemplo de la
funcién x — x>, hay puntos que pueden satisfacer (CNPO) y no ser ni minimos ni méximos de una
funcién. Con el fin de abarcar todo estas clases de puntos introducimos la siguiente definicion.

Definicion 6.2 (Puntos criticos). Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilbertespacio vectorial normado
vy f: X — RU{+e} una funcion Gateaux diferenciable en int(dom(f)). Diremos que un punto
X € int(dom(f)) es un punto critico de f si satisface (CNPO), es decir, Vf(x) = 0.

Ejemplo 6.2.1. Consideremos la funcion f : R — R definida por f(x) = %xs — %x3. Esta funcion
tiene tres puntos criticos ] = —1, Xop = —1 y X3 = 1. Del grafo de la funcion podemos concluir que,
X1 es un mdximo local y X3 es un minimo local. El punto X, no es ni minimo ni mdximo local.
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Figura 6.2: Grafo de la funcién f(x) = %xs — %x3.

6.2.2. Condiciones de segundo orden

Notemos que si la funcién restringida a una vecindad de un punto critico fuese convexa enton-
ces la posibilidad que el punto critico sea un minimo local aumentan, pues podriamos descartar
inmediatamente que ese punto no es un maximo local estricto. Por lo tanto, para poder distinguir y
clasificar puntos criticos se requiere mds informacion sobre la funcidn, en particular sobre su curva-
tura. Veremos ahora un criterio de segundo orden, que simula en cierto grado la convexidad local de
una funcién. Recordemos que una funcién dos veces Gateaux diferenciable es convexa si y solo si
V2 £(x) es un operador bilineal continuo semi-definido positivo.

Teorema 6.2 (Condicién necesaria de segundo orden). Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilbert y f :
X — RU{+oo} una funcion dos veces Gateaux diferenciable en una vecindad de x € X. Si X es un
minimo local de f entonces V (%) =0y V2 f(X) es semi-definido positivo, es decir,

(CNSO) V2f(®)(h,h) >0, VheX.
Demostracion. Sea r > 0 tal que f es dos veces Géteaux diferenciable en Bx (%,r) y
F®) < f(), VaeBx(%r),
sea h € X\ {0} (si 2 =0 no hay nada que probar) y definamos ¢: R — RU {+e} dada por
O(r) = f(x+th), VreR.

Dado que f es dos veces Gateaux diferenciable en una vecindad de X, tenemos que ¢ es dos veces
derivable en una vecindad de t = 0, y por lo tanto

t? 12
FE+1h) = 0(1) = 9(0) +¢(0) +0"(0) 7 +0(%) = f(R) + (VS (%), th) + V2 (®) (B, h) 5 +0(¢),
donde lim;_,p0(s)/s = 0. Del Teorema 6.1 se deduce V f(x) =0y, luego
2(f(x+1h) — f(%) ) o(t?)
0< (A 2 ):V%mxmm+ P
El resultado final se obtiene tomando entonces limite t — 0. [l

82



Capitulo 6, Section 6.3 Condiciones suficientes de optimalidad

Es importante destacar que (CNSO) para el caso X = R" y f dos veces Gateaux diferenciable se
traduce en

VI =0 y V2f(¥) eSL(R),

donde V2 f(%) es la matriz Hessiana de la funcién f en el punto %. En otras palabras, para utilizar
(CNSO) en este caso es titil conocer los valores propios de la matriz V2 £(%); si todos ellos son no
negativos, entonces podemos concluir que V2 £(x) € S (R).

Ejemplo 6.2.2. Retomemos los datos del Ejemplo 6.2.1. En este caso tenemos que V2 f(x) = 4x> — 2x.
Dado que V? f(—1) = —2 podemos inmediatamente descartar el punto X = —2 como minimo local.
Notemos que V?£(0) = 0 por lo que no podemos descartar analiticamente el punto X, = 0 como
minimo o mdximo local. Ademds, efectivamente tenemos que V> f (1) =2 > 0 por lo que el punto
X3 = 1 es candidato a ser minimo local.

Ejemplo 6.2.3. Consideremos la funcién f : R*> — R definida por f(x,y) = x*(1+y) +y?/2. Esta
funcion tiene tres puntos criticos (x1,y1) = (0,0) y (%2,%2) = (1,—1) y (X3,73) = (—1,—1). Ademds,

la matriz Hessiana estd dada por
2(1 + 2x
sz(x,y) ( ( 2% 2 1 >

De aqui concluimos que (x1,31) = (0,0) es candidato a ser minimo local, pues los valores propios de
V2f(x1,51) son 1y 2. Ademds, (CNSO) nos permite también descarta los puntos (%2,72) y (%3,73),
pues la matriz Hessiana en este caso tiene un valor propio positivo y otro negativo (en ambos casos).

6.3. Condiciones suficientes de optimalidad

Notemos que (CNSO) no logra descartar todos los puntos criticos que no son minimos locales
debido a que ésta es una condicion puntual que no puede ser extendida a una vecindad de un punto
critico . Es decir, la condicién que el operador V2 f(X) sea semi-definido positivo no implica ne-
cesariamente que V2 f(x) sea también semi-definido positivo para todo x € X que pertenezca a una
vecindad de x. Para obtener una condicién de este estilo necesitamos hacer mas fuerte (CNSO). Co-
mo consecuencia obtenemos un resultado mas fuerte, que logra no sélo clasificar a un punto critico
como minimo local, si no que ademds como minimo local estricto.

Teorema 6.3 (Condicién suficiente de segundo orden). Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilberty f :
X — RU{+o0} una funcion dos veces Fréchet diferenciable en una vecindad de X € X. Supongamos
que X es un punto critico de fy que existe o. > 0 tal que

(CSSO) V2f(®)(h,h) > alh||>, VheX.
Entonces X es un minimo local estricto de f.

Demostracion. Sear > 0 tal que f es dos veces Fréchet-diferenciable en Bx (X, 7). Primero probare-
mos que, para h € Bx(0,r)

fE+R) = f(&) = (Vf(X), h) - %sz(f)(f%h) = o([1]?).
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En efecto, llamando

@(h) := f(x+h) = f(&) = (Vf(X), h) — %sz(f)(h»h),
por simetria de V2 f(%)(-,-) se tiene

(Vo(h), k) = (Vf(+h) = V(%), k) = V2F (%) (h,K)
y la Fréchet diferenciablilidad de segundo orden implica

Ve,
h—0  ||A]|

De ese modo, como ¢(0) = 0 se tiene del Teorema del Valor Medio aplicado a ¢t — @(th) que existe
A€ (0,1) tal que

(6.2) [0(h)] = [0(h) = 0(0)| = [(Vo(Ah), k)| < [[VO(AR)||IA],
de donde
o) _ Ve[| _ [[VeAr)|
[ 11 . ]
y el resultado se obtiene tomando 4 — 0.
Por lo tanto, usando este resultado y que V f(x) = 0 por ser punto critico, se obtiene

fE+h) = f(x) = %sz(f)(h,h) +o([n]?) > %Hth +o([IA]?)

y tomando r > 0 tal que o(||]|?)/||||* < a/4 para todo h € Bx(0,r)\ {0} se deduce

f(x+h) — f(%)
I72]1?

>0/4>0, VheBx(0,r)\{0}.

]

Ejemplo 6.3.1. Retomando los datos del Ejemplo 6.2.3, tenemos que de todos los puntos criticos
de la funcion, solamente el punto (%1,y1) = (0,0) es candidato a ser minimo local. Como ya vimos,
V2 f (X1,¥1) tiene valores propios positivos, es decir, es una matriz definida positiva. Por lo tanto,
usando (CSSO) podemos concluir que (X1,¥1) es un minimo local estricto de la funcion en cuestion.

6.4. Meétodos de Direcciones de Descenso

Ahora estudiaremos algunos métodos iterativos para encontrar minimos locales de funciones
Gateaux diferenciables. Por simplicidad de la exposicion nos restringiremos al caso X = R”, donde
la norma serd la norma Euclideana. La idea principal de los métodos que presentaremos es que nos
permitirdn construir sucesiones {x;} en R” tal que V f(x;) — 0 cuando k — +oo.

La forma general de los métodos que estudiaremos se basa en una iteracion del tipo

(6.3) Xjr] =X+ 0gdy, VkeN

que parte desde xo € R”, donde oy, > 0y d; € R” son tales que nos aseguran que f(xx1) < f(xx)-
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6.4.1. Direcciones de descenso

La principal caracteristica de los métodos que estudiaremos es que la eleccion de las direcciones
dy se hace de forma tal que asegura la existencia de, al menos, un ay, > 0 tal que f(x; + oydy) < f(xx).
Por esta razon la siguiente definicidn nos serd de utilidad.

Definicion 6.3. Sea f : R" — RU {4} una funcion Gateaux diferenciable en x € int(dom(f)).
Diremos que d € R" es una direccion de descenso de f en x si

Vfx)'d <O0.

Definimos también el angulo de descenso de f en el punto x en la direccion d, denotado O¢(x,d), via

la ecuacion .
—Vf(x)'d
cos (0¢(x,d)) = ==~ € (0,1].
O d) = 19
Notemos que si dj es una direccién de descenso para f en x;, entonces si f(xx) +aVf(x;) ' dy es
un buena aproximacién de f(x; + ody) para o ~ 0 (Taylor de primer orden), entonces la existencia

de oy > 0 tal que f(x; 4+ oydy) < f(xx) queda asegurada.

Observacion 6.1. Hasta ahora hemos visto, para el caso convexo y bajo condiciones apropiadas,
tres ejemplos donde dj es una direccion de descenso (ver Seccion 4.5):

» Método del Gradiente: di = —V f (xi) con cos (07 (xg,di)) = 1.
» Método del Gradiente conjugado: dy = —V f(xy) + Prdi—1

En este caso es esencial el hecho que o > 0 se escoge usando la regla de biisqueda lineal
exacta, es decir, oy minimiza la funcion o — f(x; + ady), pues esto implica a su vez que
V£(x) "di_1 = 0 para todo k € N\ {0}.

» Método de Newton-Raphson: dy = —[V*f(x)| "'V f(xi) con cos (8¢ (xk,dy)) > m.

Para este caso, es fundamental que V*f(xy) sea definida positiva.

Usando la definicién anterior, el algoritmo general de métodos de descenso se escribe como

ALGORITMO DE METODO DE DIRECCIONES DE DESCENSO

Supongamos que conocemos x; € R”

Criterio de parada: si Vf(x;) ~ 0, parar.

Direccion de descenso: escoger una direccion de descenso dy € R”.

3. Busqueda lineal: determinar un paso o > 0 de forma tal que f
decrezca suficientemente en la direccion dy.

4. Actualizacion: x| = x; + oy dy.

[N

Otra direccion de descenso que vale la pena mencionar, y que estudiaremos en profundidad més
adelante, es la direccion de descenso del Método Quasi-Newton, la cudl se inspira en el método de
Newton-Raphson. La idea principal es tomar la direccién de descenso de la forma

dy=-B.'Vf(x), VkeN
donde By € S"_ (R) es una matriz que aproxima a V2 f(x;) en algtn sentido. Notemos ademds que
1
K(By)’

cos (ef(xk,dk>) > Vk € N.
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6.4.2. Reglas de Busqueda Lineal inexactas

Ahora nos enfocaremos en formas de determinar el paso o > 0 para dar sentido a la frase que
f decrezca suficientemente en la direccion dj. Veremos también que estas reglas nos serviran para
estudiar la convergencia del algoritmo.

La forma mads natural de determinar un paso o > 0 es simplemente tomar oy = @, donde &
minimiza la funcién o — f(x; + ady). Esto se conoce como la regla de biisqueda lineal exacta.
Hemos visto que para problemas cuadraticos estrictamente convexo se puede encontrar una férmula
explicita para 0. Desafortunadamente, en el caso no lineal general, calcular o puede ser muy dificil
y normalmente no se obtienen férmulas explicitas; una de las dificultades es que la Regla de Fermat
es una ecuacion no lineal dificil de resolver. Por esta razén es mejor enfocarse en reglas de busqueda
lineal inexacta, es decir, donde oy no es el 6ptimo de o +— f(x; + ady. ), pero satisface dos condiciones
esenciales: (i) hace decrecer la funcién o — f(x; + ody) de forma razonable, y (ii) no requiere
demasiado tiempo ni esfuerzo para ser calculado.

La idea detras de estas reglas de busqueda es intentar con un serie de candidatos hasta que uno
satisfaga una condicién que asegure un decrecimiento sustancial de la funcion en la direccion df.

Regla de Armijo

La primera regla de buisqueda lineal inexacta que estudiaremos, llamada regla de Armijo, consiste
en pedir que el decrecimiento sea proporcional a un cierto ®; € (0,1). Esto se traduce en que la
funcién decrece de forma lineal en la direccidn di. Dicho de otra forma, la condicion de Armijo pide
que oy > 0 se escoja de forma tal que

(6.4) f e+ oudr) < flx) + o104V f () T di

Notemos que ®; estd fijo en la condicién de Armijo (no cambia con k) y a priori no hay mayor
restriccion sobre €l. Sin embargo, en la practica, y con el fin que (6.4) sea mas facil de verificar, se
toma m; pequefio (tipicamente ®; ~ 10~%).

R y = f(xx + oudy)

y = f(xx) + 010V f(xi) " dy

y=fx) +aVf(x) di

Figura 6.3: Regla de Armijo.
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Para encontrar un paso que satisfaga la condicion de Armijo se procede en general usando una
técnica llamada backtracking y que esta determinada por el siguiente algoritmo:

REGLA DE ARMIJO (BACKTRACKING)

Tomaro >0, T € (O, %)

Si a satisface la regla de Armijo, fijar oy = o y parar.
Escoger B € [ta, (1 —T)al.

Actualizar o = B y volver al paso 2.

b

Normalmente, T es pequefio (en general 1072 <t < 107!) y esta eleccién de pasos se asocia
frecuentemente a direcciones de descenso de Newton-Raphson, pues en este caso se espera tener
convergencia con Oy ~ 1.

Regla de Goldstein

Notemos que la eleccion del paso con la regla de Armijo no provee una cota inferior para el paso,
y no hay en principio mayor inconveniente en escoger 0, muy pequefio. El problema es que esto
puede llevar a que el algoritmo converja a un punto que no es necesariamente un punto critico de la
funcién. En efecto, si el paso se escoge de forma tal que para algin € > 0 se cumple

€
O<oy < ———, VkeN
k= 2k+1|dk|

Tendremos que la sucesion {x;} generada por (6.3) es de Cauchy y por lo tanto converge a algiin
X € R". En efecto para todo / € N tenemos

k-1 © o

Xgs — x| = Z‘;{ ad;| < Z;sz =0 si k— oo,
= 1=

1

Esto a su vez implica que

| o

- = €.
i

\S}

|)?—X()| < Z
i=1

Por lo tanto, si no hay puntos critico de f cerca de xp, entonces X no puede ser un punto critico
-ni minimo local- de f. Es decir, en este caso, el Método de Direcciones de Descenso podria no
converger en el sentido que V f(x;) — V() # 0 cuando k — +-co.

Para evitar este tipo de problemas, se introduce una nueva regla, llamada regla de Goldstein y
cuyo objetivo es evitar que 0y se escoja muy pequefio. Dicho de otra forma, la condicion de Goldstein
pide que oy > O satisfaga

(6.52) fx+ oudi) < flx) + o104V f (i) d
(6.5b) F o+ ogdy) > )+ (1 — 1) oy V() dy.

Notar que (6.5a) no es otra cosa que la condicién de Armijo (6.4).
El siguiente resultado muestra que siempre es posible escoger un paso segun la regla de Goldstein
(y en consecuencia segun la regla de Armijo).
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R

SOx) 7 ’ o

y = f(xx) + 1oV £(x) dy
S (xx + oedy)

y = fxx) + oV f(xi) "di y=flx)+(1—o)aVf(x) dy

Figura 6.4: Regla de Goldstein.

Proposicion 6.2. Sea f: R" — RU {+oo} una funcion inferiormente acotada tal que dom(f) es
un abierto de R". Supongamos ademds que f es continua y Gdateaux diferenciable en dom(f). Sea
k € N y x; una instancia del Método de Direcciones de Descenso (6.3) con dy siendo una direccion
de descenso. Entonces, para todo ®; € (0,1/2) existe oy, > 0 que verifica la Regla de Goldstein (6.5).

Demostracion. En efecto, dado x; € dom(f), di direccion de descenso, por diferenciabilidad de f se

tiene
1 o) — f )

oa—0t o

= Vf(xk)Tdk < (1 - (ol)Vf(xk)Tdk < 0)1Vf(xk)Tdk.

Ademas, como V f (xk)Tdk < 0 debido a que dy, es direccion de descenso,
dim £ (x+ o) > inf(f) > —eo = Iim f(xi) + 00V flxe) Td = Im () +a(1 - o)V f(xi) " dy.
Por lo tanto, por continuidad de las funciones o — f(x; 4+ ady), o — f(xx) + V() "di y

o f(xx) + ol —o1)Vf(xx) " dy, se deduce del teorema del valor intermedio que existen oty < o
tales que

o = inf{oe >0 | £ +ody) = f(xx) + 0o V() T dy}
o =sup{a € (0,0) | fxx+ody) = f(xx)+a(l— (Dl)vf(xk)Tdk}

y por lo tanto las condiciones de Goldstein (6.5) se cumplen para todo oy < o < 0Oly.

Regla de Wolfe

Otra forma de evitar el problema de convergencia a un punto que no es un punto critico es
introducir una regla que considere informacion sobre la curvatura de la funcion. La condicion de
Wolfe pide que oy > 0 satisfaga, para algin ®; € (0,1) y m, € (o1, 1), las siguientes condiciones

(6.6a) f o+ oude) < flx) + o104V f () ' di.
(6.6b) V(x4 ogdy) Tdi > @V f (xi) T dy.
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s /y—f(xk+0€dk)
fw) o o
: y = f(xx) + 010V f(x) Tdy
O +ogdy) |---\-------\--------

= + \v4 Td
y = fxx) + oV f(x) " dy Yy = [ () + 020V f (i) ' di

Figura 6.5: Regla de Wolfe.

Notar que, al igual que con la regla de Goldstein, (6.6a) es la condicién de Armijo (6.4). Més
adn, dado que V f(x; + OLdk)Tdk es la pendiente de la funcién o — f(x; + odi) en el punto a, la
condicion (6.6b) dice que la pendiente o — f(x; + 0dy) en oy debe ser mayor que una proporcion
> de la pendiente en o0 = 0, y en consecuencia o estard lo suficientemente alejado de a0 = O para
evitar una falsa convergencia. Notemos ademds que ®;, al igual que ®; en la condicién de Armijo,
estd fijo (no cambia con k). En la préctica, y con el fin que (6.6b) sea més facil de verificar, se toma
m, cercano a 1 (tipicamente m, ~ 0,99). Esta regla, debibo a su relacion con la curvatura, se asocia
frecuentemente con direcciones de descenso del Método Quasi-Newton.

Veamos ahora que la regla de Wolfe esta bien definida.

Proposicion 6.3. Sea f: R" — RU {+4oo} una funcion inferiormente acotada tal que dom(f) es un
abierto de R". Supongamos que f es continua y Gdteaux diferenciable en dom(f). Sea k € Ny x
una instancia del Método de Direcciones de Descenso (6.3) con dy. siendo una direccion de descenso.
Entonces, para todo 0 < ®1 < 0 < 1 existe o > 0 que satisface la condicion de Wolfe (6.6).

Demostracion. Consideremos
o =inf{a >0 : fxx+ody) = fxx) + 0o Vi) di

cuya existencia estd garantizada por la demostraciéon de la proposicién anterior (Proposiciéon 6.2).
Notemos que la primera condicién de Wolfe (6.6a) se satisface para todo o < ;. Por otra parte, por
Teorema del Valor Medio, se tiene que existe a, € (0,0, ) tal que

S +oudi) — f(xx)

. = Vf(xk + (dek)Tdk

6.7) @V f(x) " d <o Vf(xg) dy =

y por continuidad hay un intervalo alrededor de o, donde las condiciones se siguen satisfaciendo. [
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Ahora presentaremos un algoritmo (Fletcher-Lemaréchal) que permite encontrar un paso o > 0
que satisface la condicién de Wolfe. Este algoritmo usa igualmente la técnica backtracking y se
caracteriza por encontrar un paso acorde a la regla de Wolfe en una cantidad finita de iteraciones.

REGLA DE WOLFE (ALGORITMO DE FLETCHER-LEMARECHAL)
1. Tomaroc>0,g:O,G:+oo,‘ci€(0,%)y‘ce>1.
Si o no satisface (6.6a):
2.1 Actualizar o =
2.2 Escoger B € [(1 — 1))+ 1,0, Ti0t + (1 — 7;) 0]
2.3 Actualizar oo = 3
3. Si o satisface (6.6a):
3.1 Si o satisface (6.6b), fijar o = o y parar.
3.2 Actualizar o0 =
3.3 SiO = oo, escoger P € [T.Q, +o0).
34 Sidl < oo, escoger B € [(1—1;)a+ 70, T+ (1 — ;).
3.5 Actualizar oo = B.
4 Volver al paso 2.

Estudiemos ahora la convergencia de este algoritmo.

Proposicion 6.4. Sea f : R" — RU {+o0} una funcion inferiormente acotada tal que dom(f) es
un abierto de R". Supongamos ademds que f es continua y Gateaux diferenciable en dom(f). Sea
k € Ny x; una instancia del Método de Direcciones de Descenso (6.3) con d siendo una direccion
de descenso. Entonces, para todo 0 < @1 < 0 < 1 el algoritmo de Fletcher-Lemaréchal encuentra
un paso oy > 0 que satisface la condicion de Wolfe (6.6) en una cantidad finita de pasos.

6.4.3. Convergencia del Método de Direcciones de Descenso

En esta parte del curso estudiaremos la convergencia del Método de Direcciones de Descenso
bajo condiciones bastante generales. Nos enfocaremos en el caso que el paso se escoge usando la
regla de Wolfe. Sin embargo cabe destacar que un resultado similar se puede obtener para la regla de
Goldstein y Armijo (ésta ultima con paso acotado uniformemente sobre cero).

Teorema 6.4 (Condicién de Zoutendijk). Sea f : R" — RU{+o0} una funcion inferiormente acotada
continua y Gateaux diferenciable en dom(f) (abierto de R"). Supongamos existe un abierto A C R”"
que contiene al conjunto de subniveles Ff(xo)( f) para algiin xo € R", y supongamos que Vf es L-
Lipschitz continua en A. Sea {x;} la sucesion generada por el Método de Direcciones de Descenso
(6.3) con dy, siendo una direccion de descenso y oy dado por la regla de Wolfe (6.6) para 0 < m; <
Wy < 1. Entonces se tiene

o5}

Y cos2(8) |V f () > < oo,
k=0

donde 6, = 0 f(xk,dk) es el dngulo de descenso de f en el punto xi en la direccion dy.

Demostracion. Sea k € N. De la segunda condicién de Wolfe, de x;| = xx + okdy y del hecho que
V f es L-Lipschitz se deduce

(02— DV F(xe) Tdi < (VF(xrp1) — V() T die < Lowe|de] |,
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de donde

(V)
O > va(xkfdk

Ocupando esta desigualdad en la primera condicién de Wolfe y usando la definicién de 6y, se deduce

S o) = f () < @1 (2 —1) (Vf( k) d

2 0 (1 —my)
et 2 Sellihat 74 2 2
L HdkH ) - L COos (ek)“Vf(Xk)H 5

y por lo tanto { f(xx)} es una sucesion real decreciente y acotada inferiormente, y en consecuencia
converge. Sumando sobre k se deduce

%zws 8011V () > < £ (30) = faw):

como el lado derecho converge, la serie es convergente y el resultado se concluye. [

Una consecuencia importante de la condiciéon de Zoutendijk es que si el dngulo de descenso 0
de f en el punto x; en la direccidn d; estd acotado uniformemente sobre cero, entonces el Método de
Direcciones de Descenso converge en el sentido que V f(x;) — 0.

6.4.4. Método de Newton-Raphson y Quasi-Newton

En adelante estudiaremos en detalle el método Quasi-Newton, en particular en esta parte nos en-
focaremos la tasa de convergencia. Luego mostraremos unos métodos para construir las direcciones
de descenso (obtener las matrices By). Recordemos que la direccion de descenso de Quasi-Newton
tiene la forma

dy =B 'Vf(x), VkeN

donde By € S", (R) es una matriz que aproxima a V2 f(x;) en algtin sentido. Recordemos también
que

1
K(Br)’
Por lo tanto, si k(By) se mantiene uniformemente acotado superiormente (lo que se traduce en que
la sucesion {Amm(Bx)} es uniformemente positiva), entonces la Condicién de Zoutendijk, asegura
que el método converge. Es claro también, que el Método de Newton-Raphson es una instancia
particular del Método Quasi-Newton (basta tomar By, = V2f (xx)), y por lo tanto los resultados que
presentaremos a continuacién son también vélidos para el Método de Newton-Raphson.

Vk € N.

cos (8;) >

Tasa de Convergencia del Método de Newton-Raphson

Recordemos que, en el caso convexo, el Método de Newton-Raphson converge de forma cuadrati-
ca (ver Teorema 4.10) cuando la condicién inicial esta lo suficientemente cerca del minimo. En este
caso, la importancia de la convexidad estd en que todo punto critico es un minimo global de la fun-
cion. Si la hipétesis de convexidad de levanta, entonces, dado que la convergencia es sélo local, la
convergencia cuadratica sigue siendo cierta, pero el limite es un minimo local estricto, no necesaria-
mente global. Ahora presentaremos la adaptacion al caso no convexo del Teorema 4.10.
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Teorema 6.5. Sea f: R" — RU {+oo} una funcion propia y dos veces Gdteaux diferenciable en
dom(f), el cual asumimos ser un abierto de R". Supongamos que existe ¥ € R" tal que Vf(X) =0y
V2f(x) € S, (R), y que ademds V2 f es localmente Lipschitz continua en torno a %. Entonces, existe
p > 0 para el cual se tiene que si xo € Bgrn(X,p), la secuencia {x;} generada por

(6.8) X1 =x— [V ()] 7' Vf(w),  VkeN
estd bien definida, converge a X y satisface
\%
=0, limsup x < oo, 'y limsup [V /(i)

—X \Y%
hfm ’xk-Fl _‘x| — hfm | f(‘xk-i-])‘ — .
koo |xp — X ke [V f(x1)] koo Xk — X| koo |V (1)

Demostracion. La primera parte de la demostracion sigue el mismo razonamiento que la demostra-
cion del Teorema 4.10 y lo tnico nuevo por probar son los limites con los gradientes. Sin embargo,
por claridad de la exposicion mostraremos todos los pasos.

Recordemos que, para x € dom(f) habfamos denotado por A, al menor valor propio de V2 f(x).
Como V2f(%) € S", (R), de la Proposicién 4.2 se tiene

VIV @y =y’ Wy eR,
donde A; > 0. Para todo x € B« (X, 7) e y € R”, usando la propiedad Lipschitz de V2 f se tiene
Y V2 fy =y VA @y +y (VAF () = V2F(R)y

> Maly? = V2 £ (x) = V2 @)y
> (A —Llx—)[y/*

Luego, definiendo p = min {r, %—z} > ( tenemos

V2f(x) €S"_ (R) con A, > % >0, x¢€Bgri(%,p).

De ese modo, para todo x € B (¥,p), existen matrices P, y Dy tales que V>f(x) = P.D:P,] con
P! =P/, de modo que V2f(x)"! =P.D;'P| y

1

—<
A T

[ v

IV2Fe0) =" =

Supongamos que x; € Bgn(%,p) para algin k € N. Para simplificar la notacién, notemos g; = V f (xx)
y H, = V% f(x;). De (6.8) se deduce que si x; = ¥ entonces x| = &, por lo que suponemos que x; # .
Como x es un punto critico de f, es decir, V f(X) = 0, usando la propiedad de Lipschitz continuidad
de V2 y la relacién

1
9= V() = VI R) = | V(41— ) (o= R,
tenemos que
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xk+1—ﬂ |xk—)f lelgk|
= |H " (Hy(x — %) — g1 |

H! (/0 [Hi — V2 f(Z+1(x — %)) (x —x)dr)

2 1
< ol [ = V21— D)

<—|xk—x| / l—t

= x_f‘xk_ﬂ < E‘xk—f‘,

En particular, se tiene que x4 € Bgrn (X, p). Ademds, usando induccién vemos que la sucesion {x }
estd contenida en Bgn (X, p) si xg € Brn(X,p) y

_ 1 _
1 — %] < WPCO — x|, VkeN.
De aqui se concluye que x; — X, y que también tenemos

|Xk+1 —)Z’ L

X1 — |
bl e— P " As

ey —x| 7»

Por otra parte, dado que H(xx+1 — xx) + g« = 0 para todo k € N, tenemos que

|
|gk+1] = |&k+1 — &k — Hk (X1 — x1)| = ‘/0 V2 f (o + 1 (1 — X)) (K1 — xx)dt — Hi (g1 — Xx) | -

Sigue que,
L2 L 2L 102 2
|8k+1] < [xrt1 —xk|/0 V2 f (o 42 (1 — xk)) — Hie|| dt < §|xk+1 —x|” < §||Hk 1°1gk|™
Esto a su vez implica que
|8k+1] < e |gk|2 Vk € N.
I
Por lo tanto, usando los mismos argumentos que mas arriba, obtenemos la conclusion. L]

Método Quasi-Newton y regla de Wolfe

Un detalle importante en el teorema anterior es que el paso oy para el Método de Newton-
Raphson (6.8) se toma constante e igual a 1. Veremos ahora que si la direccién de descenso del
Método Quasi-Newton es una buena aproximacion de la del Método de Newton-Raphson, entonces
el paso o = 1 es admisible para la regla de Wolfe y el método converge de forma cuadratica.
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Teorema 6.6. Sea f: R" — RU {+oo} una funcion propia y dos veces Gdteaux diferenciable en
dom(f), el cual asumimos ser un abierto de R". Supongamos que existe ¥ € R" tal que Vf(X) =0y
V2f(x) € St (R), y que ademds V2 f es localmente Lipschitz continua en torno a X. Sea xo € R" y
consideremos la sucesion generada por la recurrencia

X1 =Xk — 0B 'V (), VkeN,
con {0y} dado por la regla de Wolfe (6.6) con o € (0,1/2). Entonces existe p > 0 tal que

1. Si oy =1 para todo k € N, xo € Bra(%,p) y ||Bx — V2f(X)|| < p, entonces {x;} converge a %
linealmente.

2. Siademads se satisface

(6.9) lim

entonces

tim Pt =8 VA
koo xg =X koo [V f(xg)]

3. Existe ko € N tal que el paso oy, = 1 satisface la regla de Wolfe para todo k > k.

Demostracion. Recordemos que, para x € dom( f) habfamos denotado por A, al menor valor propio
de V2 f(x). Como V2f(%) € S (R), de la Proposici6n 4.2 se tiene

YIV®y 2 My, Wy eR”,
donde Az > 0. Paratodoy € R" y k € N se tiene

Y By =y V2 f(®)y+y' (Br—V2f(%))y
(6.10) > Aely]* — 1B — V()| |y

Luego, definiendo p = Azmin{1/8,1/(4L)}, si ||Bx — V2f(%)|| < p se tiene que By es definida po-
sitiva, para todo y € R", y" Byy > 7A¢|y|?/8 y existen matrices P; y Dy, tales que By = PkaPkT con
P ' =P/, demodoque B,' =PD,'P] y

<=

8
1Bl <
The

e

Supongamos que x; € Bg:(%,p) para algtin k € N. Para simplificar la notacion, notemos gx = V f (x).
De (6.8) se deduce que si x; = X entonces x;] = X, por lo que suponemos que x; 7 X. Como X es
un punto critico de f, es decir, V f(X) = 0, usando la propiedad de Lipschitz continuidad de V2fyla
relacion

gk =Vfix)—Vf(x) = /01sz(f+t(xk—f))(xk—i)dt,
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tenemos que
|xk+1 —f’ = \xk —X—B;lgk‘
=[B! (Bi(xe =) — gx) |

=B, /I[Bk—sz(f+f(xk—f))](xk—f)df>

0

1
(|(Bk = V2 £(3)) (0 — )| + e —XI/O IV2£(%) = V2 f (T +1(x —f))Hdl)

1
< —\xk—x\ (p +L|xk—f|/ tdt)
Az 0

|Xk—)?|,

>.’|N

| =

y luego xi1 1 € Bgra(%,p). Ademds, usando induccién vemos que la sucesion {x;} estd contenida en
BRn ()Z, p) si X0 € IBRV! ()E, p) y

1
k1 — X[ < WPCO—XL Vk € N.

De aqui se concluye que x; — X y la convergencia es lineal. Por otra parte, como x; € Bga(%,p),
V2 f(xx) — V2£(%)|| < Lxx — x| < Az/4y luego argumentando como en (6.10) se deduce || V2 f(x;) 71| <
4/(3ks) <2/Asy

X1 — %] = e — % — B g

< |u—x-— sz(Xk)_lngl(B;Zl—sz(Xk)_l)gH
= V2 £ ()~ (V2 () (i — ) — gie) |+ V2 () ™' (V2 f () — B )l
< 921001 (| [ 92 00) = 210 = )~ D 72 ) - B
< (e 192050 = V25— )l + |92 )~ B
< 2 (B =5+ (915) B+ (7o)~ 210 ]
6.11) < % (glxk—ﬂ% |(V2£(%) — Bi)di| + L|x — | \dk\) :
Notando que (6.9) asegura la existencia de ko € N tal que, para todo k > ko,

2 X) — —
| (V2 (%) — Bi)dk| <p< &7
|| 8
se tiene que, para todo k > ko,
il _ Pk — X[+ o — |
o — x| | — x|
2 |(V? By)dy| |d 2L d
—1+—|xk—x|+ ‘( f( ) k) k‘ ’ k’_ +—|Xk—)?| ’ k’_
|d| lxy —X|  Ag |xx — x|
3 \dk\

<1+l —x
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y, por lo tanto, para todo k > ky,

|di| 4L _
<44+ —|x.—x.
| — x| — * Az P =5
Luego, de (6.11) se deduce
—% 2 /L V2£(%)—By)di| |d d
’xk+1 _x‘ §—<—|Xk—f|—|—‘( f(x) k) k| |k|_ —|—L|Xk—f| ‘k‘_)_>0
|xx — x| A \ 2 |d| |xx — x| |xx — |

cuando k — oo y se deduce la convergencia superlineal. Por otra parte, dado que By (xx+1 —Xx) + gk =
0 para todo k € N, tenemos que

|gk+1] = 8k+1 — &k — Bi (k1 — x1)|

1
= ‘/0 sz(xk +t(xk+1 —xk))(xk+1 —xk)dt —Bk(xkﬂ —xk)

< il [ IVttt — ) — V2l + (B~ V27 (0|
< U] (=5 + 31l ) + 18— V215

= |d| (L (yxk — %+ %|dk|> LB ‘V;k]‘c(j))d”)

< 13w (1 (31 gl ) + =TS,

de donde |gx+1|/|gk| — O cuando k — oo.
Ahora probemos que, para todo k > kg, o = 1 satisface la regla de Wolfe (6.6). De hecho, dado
k > ko y usando la expansion de orden 2 para f(x; + dy) en torno a d;, = 0, se tiene

(6.12) flx+dy) = foa) + V) di+ %dljvzf(xk)dk +o(|di[?),
y de dy = —B,:lVf(xk) se obtiene
Fl+dy) — fxx) —o VF(x) "dy = (1— @) Vf(xx) "y + %d,j V2 (o) dy + o(|di|?)
= —(1—w)d, Bydy + %d,jvzf(xk)dk +o(|dy|?)

= (1= 0)d] (V2F(5) ~ Bde+ 5] (VF(xe) ~ V21 (5))ds
~(1/2= 0))d] V2 f(D)di+ o)

< (1= 0)|del|(VAf (%) = Bi)di| + %\dk\ZHVZf(xk) - V2@
~(1/2= 0)helde + oy ),

donde A, > 0 es el menor valor propio de V2 f(x). Dividiendo por |dy|?, usando (6.9) y la continuidad
de V2f se tiene que la primera condicion de Wolfe (6.6) se satisface con ®; € (0,1/2). Para la
segunda condicion, por teorema del valor medio se tiene que existe A € (0, 1) tal que

Vi +di) Tdy— V() dy = d] V?F (x4 Ady)dy
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y luego
VO +di) Ty — @V f () Tdi = (1— )V (xi) " di +d V2 f (o +Adi ) di
= — (1 —y)d, Bydy +d; V*f(x; 4 Ady)dy
= (1—)d (V*f(%) — By)di +d (V2f(xx +Ady) — VZ£(F)) di

+0rd{ V? f(%)dy
> (1—)d (V2f(%) = By)d +dy (V2 (xe+Ady) — V2 (%)) di
+ @oheldi |,
y el resultado se obtiene como antes. O

6.4.5. Formula explicitas para Quasi-Newton

Ahora mostraremos algunas formas constructivas de determinar las matrices By para el méto-
do Quasi-Newton. La primera que veremos se llama férmula DFP en honor a sus descubridores
(Davidon-Fletcher-Powell) y la segunda se llamada férmula BFGS por sus descubridores (Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno). Mostraremos en particular que la férmula BFGS verifica la condicién
(6.13), lo que asegura la convergencia cuadratica del método al tomar paso o = 1 para todo k € N
suficientemente grande (gracias al Teorema 6.6).

Preliminares

Describamos la idea esencial de ambos métodos. Supongamos conocida la iteracion del Método
Quasi-Newton x; € R” y la matriz By € S (R). Consideremos la funcién ny, : R” — R dada por

1
mi(d) = f) + V() d+ 5dTBkd, Vd € R".

Esta funcidn tiene la propiedad que my(0) = f(xx) y Vg (0) = V f(x;). Ademds, al ser By simétrica
y definida positiva tenemos que my es coerciva y por lo tanto tiene un dnico minimo, digamos dj,
que estd caracterizado por la regla de Fermat. Dado que By, es invertible, no es dificil ver que dj esté
dado por la férmula

(6.13) dp=—B;'Vf(x), VkeN.

Es decir, es la direccion dada por el Método Quasi-Newton. Ahora bien, si tuviésemos a disposicion
la siguiente iteracion del Método Quasi-Newton x|, nos gustaria hacer algo similar para determinar
dy.1. Para esto, definimos la funcién fi; : R" — R dada por

1
fee1(x) = fx1) + VI (1) | (x—xes1) + E(x_karl)TBkH(x_ka)? Vx € R".

Es claro que V fi 1 (xxt1) = Vf(xk11)- Nos gustaria ademds que f; | fuese también una buena apro-
ximacién de f, para esto podemos pedir por ejemplo que V fii1(xx) = Vf(xx), lo que se traduce
en:

Biy 15k = Vi, con sg = X1 — Xk = Od € yp = Vf(xip1) — V().
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Esta ultima, se conoce como la ecuacion de la secante; notar que la incognita en este caso es la matriz
By 1. Ahora bien, dado que buscamos que By, | sea definida positiva, necesitamos que s,jBkH sk > 0.
Luego para que la ecuacién de la secante tenga solucidon necesitamos que s,jyk > (. Esto se puede
asegurar si por ejemplo oy satisface la condicion de Wolfe (6.6b). Efectivamente, si oy, > 0 se escoge
usando la regla de Wolfe tendremos que

Sg Yk = Oydy yi > o (02 — 1)d) V£ (xi) > 0.

Ahora bien, dado que la ecuacion de la secante es una ecuacion matricial, ésta posee infinitas
soluciones pues esta ecuacion se compone de n ecuaciones que sumado a las n desigualdades prove-
nientes del hecho que By es definida positiva, no compensan los %n(n + 1) grados de libertad de la
simetria de By 1.

Formula DFP

Una forma de construir By,| es buscando, entre todas las soluciones a la ecuacion de la secante,
la matriz mas préxima a By en algtn sentido. Dicho de otra forma, By, | serd la proyeccion By sobre
el espacio de soluciones de la ecuacion de la secante. Esto se puede formular como el siguiente
problema de optimizacion

(Pprp) Minimizar ||B— B||  sobre todos los B € S"(R) tales que Bs; = yk,

donde s yx > 0, By € S® (R) y M + ||M|| es una norma sobre S"(R).

Observacion 6.2. Para cada norma utilizada se obtendrd un forma de calcular By, y por lo tanto
un nuevo Método Quasi-Newton.

La formula DFP utiliza la norma

1
||M||:\/tr(W1/2MWMW1/2) con W:/ V2 f(xx + togdy )dt.
0

La matriz W se conoce como la matriz Hessiana promedio de f y no es dificil ver que, gracias al
teorema fundamental del célculo, W es una solucién particular de la ecuacion de la secante.

Bajo estas condiciones y usando las condiciones de optimalidad del problema (Pppp), se tiene
que la matriz By queda determinada por la recurrencia:

1 |
Bip1=(I——ws) | Be|I———syf | +—wvi, VkeN.
Vi Sk Vi Sk Vi Sk

Ahora bien, en el Método Quasi-Newton nos interesa conocer la inversa de Bj y no necesaria-
mente By misma. Dada la estructura de By, |, podemos calcular su inversa usando la férmula de
Sherman-Morrison-Woodbury:

A linTA1
1+vIA-1y

Esto implica que la férmula DFP esta dada por:

A+wh) =471 VA € M,,»,(R) invertible, Vu,v € R".

1
B,;lyky,jBlzl + T—skskT, Vk € N.

(DFP) Bl =B ' ——
- y/;er lyk Vi Sk
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Formula BFGS

Una forma alternativa de obtener un método Quasi-Newton es calculando directamente la inversa
y plantear el problema (Pprp) de una forma equivalente pero para la inversa de By 1. En términos de
problema de optimizacion esto se escribe como sigue

(PEGs) Minimizar ||M — B,:l | sobre todos los M € S"(R) tales que My = sy,

donde s yx >0, By €S (R) y M > ||M|| es una norma sobre S"(R). Notar que en este caso se tiene
que M~! seré solucién de la ecuacién de la secante. Luego, usando las condiciones de optimalidad
del problema (Pgrgs), se tiene que la matriz By queda determinada por la recurrencia:

T T
Bisisy B yiyy
T T

Si BrSk Vi Sk

Biy1 =B —

y por lo tanto la férmula BFGS viene dada por

1 1 1
(BEGS) Bl =|I——sp! | B [ I— —ws{ | +——sus), VkeN.
s Yy Sk g i Sk Yy Sk

Veamos ahora un teorema sobre la convergencia global del Método Quasi-Newton usando la
formula BFGS. Cabe destacar que bajo las hipotesis del siguiente resultado, la funcion objetivo es
coerciva y por lo tanto tiene un minimo.

Teorema 6.7. Sea f: R" — RU{+oo} una funcion propia y dos veces Gateaux diferenciable en
dom(f), el cual asumimos ser un abierto de R". Supongamos que xo € R" es tal que Uy )(f) es
convexo y existen A,G > 0 tal que

Myl <y'VEf(x)y <oly]®,  Vx €T (f), Wy R

Entonces, la secuencia {x;} generada por el Método Quasi-Newton, con By determinada por la
formula BFGS, con paso oy dado por la regla de Wolfe (6.6) converge a x € argmingn (f).

Finalmente veremos que la tasa de convergencia del Método Quasi-Newton es cuadrdtica si las
matrices By, se escogen usando la formula BFGS.

Teorema 6.8. Sea f: R" — RU {+oo} una funcion propia y dos veces Gdteaux diferenciable en
dom(f), el cual asumimos ser un abierto de R". Supongamos que existe ¥ € R" tal que V f(X) =0
y V2f(%) € S (R), y que ademds V*f es localmente Lipschitz continua en torno a %. Supongamos
que el método BFGS converge al punto critico x. Luego, si

o0
Z |xx — X| < oo,
k=0
entonces xj converge a X a una tasa superlineal, es decir,

i 1B~ V2 £ (%)) (k1 — X))

=0
k—oo ]xk+1 - xk]
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6.5. Ejercicios

1. MINIMOS LOCALES QUE SON GLOBALES

Sea (X, || - ||) un espacio vectorial normado y f : X — RU{+occ} continua en dom(f). Muestre
que X es un minimo global de f siy sélo si todo x tal que f(x) = f(X) es un minimo local de f.

2. MAXIMIZACION DE UTILIDADES

Una pesquera maneja dos variables en su proceso de extraccion mensual, la cantidad de horas-
hombre utilizada (variable x) y la superficie que se abarca (variable y), la cuales (debido a las
unidades en que se miden) satisfacen que x > 0 e y > 1. Asi, dados dos valores x e y para estas
variables, la cosecha mensual (en kilos) estd dada por:

cosecha = x*logP (y),

donde o y B son dos pardmetros dados. Si el precio del kilo de pescado es p = 1, y los costos
unitarios asociados a x € y son los valores estrictamente positivos ¢, y ¢y, respectivamente,
entonces:

a) Modele el problema de maximizar el beneficio de la pesquera como uno de programacion
sin restricciones en x > 0 e y > 1, y encuentre las relaciones de la forma h(y) =0 e
x = g(y) que satisfacen los puntos criticos del problema. ;Puede concluir que estos son
efectivamente maximos?

b) Desde ahora sabemos que los pardmetros satisfacen o € [0,1) y B > 0, y reducimos nues-
tra estrategia al conjunto

S::{(x,y)eR2

B
>0,y>1,1 1.
x>0,y> 1, log(y) > :—

Demuestre que si los puntos criticos de la parte anterior estdn en S, entonces estos son
maximos (globales) del problema.

Indicacion: Estudie la convexidad del negativo de la funcién de beneficios.

3. Sea f: R" — RU{+ec} una funcién p veces continuamente diferenciable en el interior de su
dominio (con p > 2), tal que para X € int(dom f) se tiene:

Vif(x)=0,Yi=1,..p—1 y VPf(x)#0.

Demostrar que para que x sea un minimo (local) de f,

(a) es necesario que p sea pary V7 f(x)(h,...,h) > 0 para todo h € R".
(b) es suficiente que p sea pary V? f(x)(h,...,h) > 0 para todo h € R".
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CAPITULO 7

Optimizacion restricta

Abstract. En este capitulo estudiaremos problemas de optimizacién donde se busca mi-
nimizar una funcién diferenciable sobre un conjunto de restricciones dado. Al igual que
en el capitulo anterior, el problema que enfrentaremos no serd necesariamente convexo.
Estudiaremos las condiciones de optimalidad (necesarias y suficientes) para que un punto
sea un minimo local y estudiaremos algunos métodos iterativos para encontrar minimos
locales. Pondremos particular énfasis en el problema de Programacién Matematica.

En esta parte, al igual que en el capitulo anterior, usaremos la intuicién desarrollada para la op-
timizacién convexa con restricciones para estudiar problemas generales de optimizacion con restric-
ciones. En particular nos enfocaremos en restricciones que se pueden escribir como intersecciones
de de variedades y conjuntos de subnivel inferiores. Esta clase de problemas recibe el nombre de
problemas de Programacion Matemdtica.

A lo largo de este capitulo, trabajaremos bdsicamente con funciones que son localmente Lipschitz
continuas y Gateaux diferenciable en el interior de sus dominios. La primera parte de la exposicion
se hara para un espacio vectorial normado arbitrario X, pero la parte de Programacién Matematica
serd sobre espacios de Hilbert (de dimension finita en algunos casos, pero no necesariamente R").

7.1. Problema de Optimizacion No Lineal General

En esta parte nos enfocaremos en el problema general de optimizacion
(P) Minimizar f(x) sobre todos los x € X que satisfacen la restriccion x € S

donde f : X — RU{+oo} es una funcién no lineal general y S C X es conjunto cerrado no vacio.
Dado que queremos tratar en adelante el caso general, no necesariamente convexo, la teoria que
desarrollaremos serd, al igual que en el capitulo anterior, s6lo local. Para ello debemos extender la
nocién de minimo local para problemas con restricciones.

Definicién 7.1 (Minimos locales). Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilbert, f : X — RU {400} una
funcion dada y S C X un conjunto no vacio. Un punto % € dom(f) NS se dice minimo local del
problema (P) si existe r > 0 tal que

f(@) < fx), Vx € Bx(x,r)NS.
Un minimo local de (P) se dice estricto si la relacion anterior es vdlida con desigualdad estricta.

Al igual que en el capitulo anterior, para no generar confusion, a los minimos del problema (P)
les agregaremos el adjetivo global para distinguirlos de los minimos locales. De forma similar al caso
sin restricciones, todo minimo global del problema (P) es también un minimo local y la existencia de
minimos locales no asegura siquiera que la funcién sea acotada inferiormente. Ademas, todo punto
que pertenece a S se dird factible para el problema (P).
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7.1.1. Condiciones de Optimalidad de primer orden

Recordemos que en el caso convexo, logramos escribir las condiciones de optimalidad usando la
nocion de cono normal. En otras palabras, mostramos que X € sol(P) si y solo si

xeS y —Vf(xeNsx):={neX| nx—x) <0, VxeS}
Ahora veremos una contraparte tangencial esta condicion.

Definicion 7.2 (Cono Tangente). Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilbert y S C X un conjunto dado.
Definimos el cono tangente a S en x € S via la formula

Ts(x) :={d € X| FH{(t,dy)} C (0,+00) x X tal que (tx,dy) — (0,d) con x+tdy € S, Vk € N}.

Observacion 7.1. No es dificil ver Tg(x) es un cono cerrado para todo x € S'y que ademds Tg(x) =X
si x € int(S). Mds aiin, tenemos que

NeNs(x) = (m,d)<0, VdeTsx),

pero la implicancia reciproca no es necesariamente cierta. En efecto, sea S = {x € R? | xa=0Vx=
%}, donde ¥ = (0,1). En este caso se tiene que Tg(0,0) = {x € R? | x =0} y por lo tanto param = %
se tiene

nN'd=0, VdeTs(0,0),

perom ¢ Ng(0,0), pues 0" (X — (0,0)) = |x|> = 1 > 0. Cabe destacar que la reciproca es cierta si
S es convexo (ver Ejercicio 2). En particular, Teorema 7.1 mds abajo es equivalente a Teorema 5.3
bajo hipotesis de convexidad y diferenciabilidad apropiadas.

Con esta herramienta podemos ahora estudiar condiciones de optimalidad para el problema ge-
neral de Optimizacién No Lineal.

Teorema 7.1 (Condicién Necesaria de Primer Orden). Sea (X,(-,-)) un espacio de Hilbert. Sea
f: X = RU{+o0} una funcion propia, localmente Lipschitz continua y Gdteaux diferenciable en
una vecindad de x € X. Si X es un minimo local de (P), entonces

(CNPO) (VF(%),d)>0, Vde Ts().

Demostracion. Como X es minimo local, existe r > 0 tal que f(x) < f(x) para todo x € Bx(x,7)NS.
Dado que f es localmente Lipschitz en una vecindad de &, sin perdida de generalidad podemos asumir
que existe L > 0 tal que

f) —fOI<Lix=yl,  VxyeBx(xr).

Sead € Tg(x) \ {0} (si d =0 la conclusién es directa). Luego, existen sucesiones {f;} C (0,+o0)
y {di} CR" tales que ty — 0, d — d y X+ 1;dy € S para todo k € N. Entonces, existe kg € N tal que

X+ndr €Bx(x,r)NS 'y x+1deBx(x,r), Vk > k.

En consecuencia, para todo k € N con k > kg tenemos que

o< fE0d) —f(&) _ f(E+ndy) —f(F+ud) | fE+nd) - f(5) gL]dk—d\+f(x+tkd) SAC
Ik Tk Tk I
Finalemente, el resultado se obtiene tomando limite k — oo y usando que #; — 0y dy — d. 0
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Notemos que el Teorema 7.1 es una generalizacion del Teorema 6.1, pues en el caso que no hay
restricciones, es decir S = X, se tiene que 7g(x) = X para todo x € X; esto se debe a que int(X) = X.

Ejemplo 7.1.1. Cabe también destacar que el Teorema 7.1 al igual que el Teorema 6.1, es sélo
una condicion necesaria y puede no ser suficiente. En efecto, consideremos la funcion f(x) = x|
y la restriccion S = {x € R?* | \/|x1| < x2}, ver Figura 7.1. Luego, tenemos V f(0,0) = (1,0) y
ademds Tg(0,0) = {d € R? | dy =0, d» > 0}. Con esto vemos que (CNPO) se satisface en el punto
X=1(0,0). Sin embargo, este punto no es minimo local pues, dado o. > 0, cualquier punto de la forma
xo = (—0%, ) € S pertenece a Sy satisface f(xq) = —02. Por lo tanto, para cualquier o.> 0 se tiene
que f(xo) < 0y xq puede ser tan cercano a (0,0) como queramos.

R

A
|

Figura 7.1: Conjunto de restricciones de Ejemplo 7.1.1.

7.2. Programacion Matematica

La condicién (CNPO) es una condicién abstracta que puede ser dificil de manejar, sobre todo
porque el cono tangente a un conjunto S C X arbitrario puede ser un objeto complicado a encontrar.

Por esta razén, y para dar un sentido practico a la condicién (CNPO) nos enfocaremos en una
clase particular de problemas de optimizacidn, que a su vez es de los mas utilizados en aplicaciones.
Esta clase de problemas, que llamaremos Problemas de Programacion Matemdtica, son aquellos que
consisten en minimizar una funcion f : R” — RU{+co} sobre el conjunto de restricciones

S:{x€X|g,~(x)§O, i=1,...,p, hjx)=0, jzl,...,q}.

donde g1,...,gp: X — Ry hy,...,h; : X — R son funciones dadas. En el Capitulo 5, estudiamos un
caso particular de este problema (que llamamos Problema de Programacion Convexa). A saber, el
caso en que las funciones f,g1,...,g, son convexas y las funciones hy,...,h, son afines continuas,
es decir, para ciertos x7,...,x, € X"y a,...,0, € R se tiene

hj(x):<xjf,x>—0cj, Vi=1,...,q, Vx € X.

A partir de ahora, X serd un espacio de Hilbert dotado de un producto interno denotado (-, -). Los
ejemplos modelos serdn X = R" y X = §"(R).
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7.2.1. Cono Linealizante

En el caso convexo vimos que bajo ciertas hipétesis de calificacion podiamos dar una expresion
explicita para el cono normal al conjunto de restricciones del problema de programacion convexa.
Ahora nos enfocaremos en obtener algo similar para el caso de la programacion matemaética.
Definicion 7.3. Sean g1,...,8p : X = Ry hy,...,h; : X = R funciones Gateaux diferenciable y sea

S= {xEX|g,~(x) <0,i=1,...,p, hj(x)=0, j= 1,...,q}.
Definimos el cono linealizante a S en x € S como el conjunto
Ls(x) := {d € X| (Vgi(x),d) <0, Vi€ I(x), (Vhj(x),d) =0, Vj € {1,...,q} },
donde I(x) ={i € {1,...,p} | gi(x) =0} es el conjunto de indices de restricciones activas en x € S.

Notar que el cono linealizante puede ser calculado explicitamente usando los datos del problema,
y para ello basta solo conocer las derivadas de las funciones que definen al conjunto de restriccio-
nes del problema de programacién matematica. Por esta razon, nos gustaria poder escribir (CNPO)
usando el cono linealizante en vez del cono tangente. Notemos que en general se tiene que el cono
tangente Tg(x) estd contenido en el cono linealizante Lg(x) , y que esta inclusién puede ser estricta.
Ejemplo 7.2.1. Sea x = (1,0) y consideremos el conjunto

S:{x€R2|x2§(l—x1)3, x1>0, y x>0}.

Notemos que la primera y tercera restricciones son activas, pero la segunda no. Luego, el cono
linealizante al conjunto en % estd dado por Lg(X) = R x {0}, pero Tg(x) = (—o0,0] x {0}.

R R
A A

-->R 29 =0--

. >R

' Ls(z)
z1 =0

S
ISIK J

Figura 7.2: Cono tangente y linealizante de Ejemplo 7.2.1.
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7.2.2. Condiciones de Calificacion

El Ejemplo 7.2.1 muestra que el cono linealizante no coincide necesariamente con el cono tan-
gente, y por lo tanto (CNPO), podria fallar si reemplazdsemos indiscriminadamente el cono tangente
por el linealizante, pues estariamos agregando mas direcciones de las que necesitamos para estudiar
el crecimiento de la funcion objetivo. Ahora nos enfocaremos en criterios que nos permitirdn afirmar
que ambos conos, el tangente y linealizante coinciden.

Recuerdo : Funciones continuamente diferenciables

Una funcién f : X — RU {+ec} definida en un espacio de Hilbert (X, (-, -)) se dice continua-
mente diferenciable en x € int(dom(f)) si f es Fréchet diferenciable en una vecindad de x y
Vf:X — Xes continuo en una vecindad de x, es decir,

Ve>0, Ir>0talquevVyeX |x—y||<r = |IVf(x)=Vf(y)| <e.

En el caso X =R”, esto se reduce a que las derivadas parciales de f sean todas funciones conti-
nuas en una vecindad de x. Si F : R” — R™ es una funcién vectorial con F = (Fy,...,F},), esta
se dird continuamente diferenciable si cada funcion componente y — F;(y) es continuamente
diferenciable en torno a x.

El Teorema de la Funcion Implicita es una herramienta fundamental en el Calculo Diferencial,
que dice basicamente que si la ecuacién ®(0,u) = O tiene una solucion, digamos & € R?, donde
® : R xR? — R? es un campo vectorial dado, entonces se puede construir una curva u : R — R? que
pasa al instante r = O por i, tal que

P(t,u(t)) =0, Vt € R enuna vecindad t = 0.

Recordemos que Jo (2, 1) denota la matriz Jacobiana de & en el punto (7,u). En este caso, esta matriz
tiene la estructura
Jo(t,u) = [0,@(t,u) V,D(t,u)]

donde
0: P (t,u) 0y @1 (t,u) ... 9y, Pi1(t,u)
0, D(t,u) = : y V. ®(t,u) =
0; D, (t,u) iy @yt u) ... 0y, Dy(t,u)
Recuerdo : Teorema de la Funcion Implicita
Teorema 7.2. Sea ® : R x R? — RY un campo vectorial dado y i € R? tal que ®(0,i) = 0.
Supongamos que ® es continuamente diferenciable en una vecindad de (0,i) con V,®(0,i)
invertible. Entonces existe € > 0y una curva u : (—€,€) — RY, continuamente diferenciable

tal que
®(t,u(t)) =0, Vte(—ee) conu(0)=i.
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Condicion de Mangasarian-Fromovitz

La condicién de calificacion de Mangasarian-Fromovitz (MF) es una de las més utilizadas pues
no se considera ser una hipdtesis muy exigente para un problema de optimizacion.

Definicién 7.4. Sea (X, (,-)) un espacio de Hilbert. Sean gi,...,8, : X =Ry h,....h; : X =R
Sfunciones Gdteaux diferenciable y sea

S={xeX|gx)<0,i=1,...,p, hj(x)=0, j=1,....q}.
Diremos que un punto X € S satisface la condicion de Mangasarian-Fromovitz si

(MF) {Vhl X),...,Vhy(X } son linealmente independientes
()EIdGXtalque<Vg, ,d) <0, Viel(x)y(Vhj(x),d)=0,Vje{l,....q}

Esta definicién nos permitird probar que el cono linealizante y el tangente coinciden en todos los
puntos que satisfacen (MF). Esto a su vez, es una consecuencia del Teorema de la Funcion Implicita.

Teorema 7.3. Sea (X, (:,-)) un espacio de Hilbert. Sean gi,...,8, : X =Ry hi,....h; : X = R
Jfunciones continuamente diferenciables y sea

S = {x€X|g,~(x) <0,i=1,...,p, hj(x)=0, j= 1,...,q}.
Entonces, Tg(X) C Lg(X) para todo % € S. Si ademds x € S satisface (MF), entonces Tg(¥) = Lg(X).
Demostracion. Dividamos la demostracion en partes.

1. Seax € Sy probemos que Tg(X) C Lg(X). Sea d € Tg(%), luego existe { (t,dx)} C (0,4o) x X
tal que (#,dy) — (0,d) y ademés

gi(X+1ndy) <0, Vie{l,...,p} /’lj()f—{-lkdk) =0, Vje{l,...,q}
Por lo tanto, dado que g;(X) = 0 para cualquier i € I(x), tenemos que

; v t d —g; Y . _ h X td _h X .
sl ktk) st <0, Viel(x) A ktk) = =0, vje{l,....q}.
’ k

Como las funciones son Fréchet diferenciables, haciendo k — e obtenemos que d € Lg(X).

2. Supongamos ahora que ¥ € S satisface (MF) y probemos que Lg(¥) C Tg(%). Sea d € Lg(X) y
consideremos para cada j € {1,...,q} lafuncién ®; : R x R? — R definida por

q

D;(t,u) =h; <X+td+2uthk(x)>, Vi € R, Vu € RY.
k=1

Denotemos por @ : R x R? — R la funcién vectorial definida por

O(t,u) = (Di(t,u),...,D4(t,u)), VteR, VuecR.
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Notemos que & es continuamente diferenciable y que ®(0,0) = 0. Mds atin, tenemos que
9y @;(0,0) = 9, B¢ (0,0) = (Vh;(%), Vi (%)), Vj,ke{l,...,q}.
En consecuencia,

(Vhi(%), Vi (9)) ... (Vhi(%),Vhy(%)))
V,®(0,0) =
(Vhy(2), V(D)) .. (Vhy(®), Vhy(®)

Miés atin, dado que {Vh;(%),...,Vhy(x)} son linealmente independientes gracias a (MF), te-
nemos que V,®(0,0) es invertible, pues si V,D(0,0)u = 0 para algin u € R, entonces

q
<th(f),ZMthk(i)> =0, Vje{l,...,q}
=1

Esto a su vez implica que Y7 _, uxVhi(X) = 0, y a posterior esto también implica que u = 0.

3. Gracias al Teorema de la Funcién Implicita tenemos que existen € > 0y u : R — R? continua-
mente diferenciable en (—¢,€) tal que

®(t,u(t)) =0, Vre(—e,e) con u(0)=0.

), vVt e R

hj(x(t)) =0, Vte(—ee),Vje{l,...,q}.
Notemos también que #(0) = —[V,®(0,0)]~19,9(0,0) = 0, pues

0 ®;(0,0) = (Vh;(%)), > 0, Vje{l,....q}.
ya que d € Lg(%). Por lo tanto, x(0) =Xy x(0) =

En consecuencia, la curva x : R — X definida por

x(t) —x—|—t< i

satisface

(
4. Dado que d € Lg(%), tenemos que (Vg;(¥),d) < 0 para todo i € I(X). Supongamos que la
desigualdad es estricta, luego dado que las funciones son Fréchet diferenciables tenemos que

(1
gi(x(2)) = gi(x)+1(Vgi(x),d) +0i(t), Vte(—e¢), Vie{l,... q}, con }i_r)r&olT() =0.
Como g;(X) = 0 para i € I(x), vemos que podemos tomar una sucesion {#;} C (0,+eo) tal que
tr — 0y gi(x(tx)) <0 paratodo k € Ny por lo tanto x(#;) € S. Luego para concluir basta notar
que

<t
X(tk) :x‘i_tkdk, con dk = d—|— Z th( k)
=1 2

Vh;(x)

y que diy — d, pues ”ft(]:") = ”J‘(’k);uj(())

— 11j(0) = 0 cuando k — +-co.
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5. Finalmente, si para algiin indice i € I(xX) tenemos que (Vg;(%),d) = 0, definimos do, = d + 0,
con d dado por (MF) y a > 0. En este caso tenemos que (Vg;(¥),dy) < 0 y por lo tanto
dy € Ts(%), usando los argumentos de las partes anteriores. Finalmente, dado que Tg(X) es
cerrado y do, — d si o0 — 0, concluimos que d € Tg(X).

]

Condicion de Calificacion ILGA

Veremos ahora otra condicién de calificacién ampliamente usada y que en particular implica la
condicion de Mangasarian-Fromovitz. Esta es la situacion cuando los gradientes de las funciones £
y los gradientes de las restricciones activas g; en X son linealmente independientes.

Definicién 7.5. Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert. Sean gi,...,8, : X =Ry hi,...,hy; : X =R
funciones Gateaux diferenciable y sea

S= {x€X|g,~(x) <0,i=1,...,p, hj(x)=0, j= 1,...,q}.
Diremos que un punto X € S satisface la condicion de Independencia Lineal de Gradientes Activos si

(ILGA) {Vhl(i),.. }U U {Vgi(xX)} son linealmente independientes.
i€l(X)

Ahora veremos que efectivamente (ILGA) implica (MF).

Proposiciéon 7.1. Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert. Sean g1,...,8,: X = Ryhy,....h;: X = R
funciones Gateaux diferenciables, y considere el conjunto

S={xeX|gx)<0,i=1,...,p, hj(x)=0, j=1,....q}.
Si x € S satisface (ILGA) entonces X también satisface (MF).

Demostracion. Para simplificar la notacion, supongamos que /(x) = {1,..., p}. Luego, basta notar
que si ILGA) se satisface, entonces el vector (—1,...,—1,0,...,0) € R? x R? pertenece a la imagen
del operador lineal continuo A : X — R? x R? definido por

A(d) = ((Vg1(%),d),...,(Vgp(X),d),(Vhi(X),d),...,(Vhy(X),d)), VdeX.

En efecto, si esto no fuese asi, por el Teorema de Hahn-Banach (Lema 3.1), existiria un vector
(u,\) € R? x R?\ {0} tal que

<Zylvg, +Zx Vh( > Zul, Vd € X.

Tomemos o € R cualquiera. Evaluando en d = (Z{;l uiVgi(x)+ Z?Zl A;Vh; ()E)) , Vemos que

2
Zy,Vg, + Z AiVhi(

J=

p
_Z.Ui-
i=1

Dado que o € R es arbitrario, concluimos que Y'_, 11;Vg;(x) + Z 1 AjVhj(x) =0, luego por (ILGA)
tenemos que u = 0 y A = 0, lo que no puede ser. En particular, concluimos que existe d € X tal que

(Vgi(®),dy=—1,i=1,....,p y (Vhj(7),d)=0, j=1,.
O
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7.2.3. Teorema de Karush-Kuhn-Tucker

Veremos a continuacion la version general del Teorema de Kuhk-Tucker (Teorema 5.4). En este
caso, y a diferencia del caso convexo, tenemos que esta condicion solo serdn necesaria para que un
punto sea minimo local del problema de programacién matemética

(Ppm) Minimizar f(x) sobre x € X tales que g;(x) <0, ie {1,...,p}, hj(x) =0, je{l,...,q}.

Consideremos la funcion Lagrangeana asociada al problema de programacion matemaética (Ppyy),
que denotamos L : X X R?” x R? — RU {400}, y que estd dada por

p q
L(x,u,A) == f(x)+ Y wigi(x) + Y Ajhj(x), VxeR", ueR, AeRI
i=1 =1

Luego el Teorema sobre condiciones de optimalidad para el problema de programacién matemati-
ca es como sigue.

Teorema 7.4 (Karush-Kuhn-Tucker). Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert. Sea f : X — RU {+o}
una funcion propia, g1,...,8p : X =Ry hy,...,hy : X = R funciones continuamente diferenciables.
Sea x € X un minimo local del problema de programacion matemdtica (Ppy). Supongamos que x
satisface (MF) y que f es localmente Lipschitz continua y Gdteaux diferenciable en una vecindad de
x. Entonces, existen multiplicadores py, ... .u, >0y Ai,..., A, € R tales que

(KKT)
p q

0=VL(FEumA) =V )+ Y 1iVei(®) + Y AjVhi(®) y wgi(x)=0, Vie{l,...,p}.
i=1 j=1

Demostracion. Definimos el conjunto
S = {x€X|g,—(x) <0,i=1,...,p, hj(x)=0, j= 1,...,q}.

Gracias al Teorema 7.1 tenemos que (CNPO) se verifica. Ademas, por el Teorema 7.3 sabemos que
Ts(X) = Lg(X), y por lo tanto para cualquier d € X tenemos

(7.1) (Vgi(x),d) <0,Viel(x) y (Vhj(x),d)=0,Vje{l,....q} = (Vf(x),d)>0

El resultado final es consecuencia entonces del Teorema de Hahn-Banach Geométrico. En efecto,
consideremos el conjunto convexo cerrado y no vacio:

A:{VEX

Notemos que (KKT) es equivalente a pedir —Vf(X) € A. Si esto no fuese cierto y dado que X es
reflexivo (pues X es un espacio de Hilbert), tendriamos por Teorema de Hahn-Banach Geométrico
(Lema 3.1) que existe d € X\ {0} tal que

q
Jue RE L € RY tales que v = Z uiVgi(x)+ Z ijhj(f)} .
i€l(%) j=1

i (Vgi(®),d) + zq: Mj(VRj(F),d) < —(VF(E),d), YucR: LeRq.
1 j=1

o8

(7.2)
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En particular, para cualquier i € I(X), si ¢; denota al i-ésimo vector canénico de R?, tomando
u=ke;conk € N\ {0} y A =0, tenemos que

—1
Luego haciendo k — o0, podemos concluir que (Vg;(X),d) < 0 para todo i € I(x). Por otro lado,
tomando u =0y A = (£k,0,...,0) con k € N\ {0} llegamos a

L(VF(2).d) < (Vi (5),d) < ZHVA@),d),  VkeN\ {0},

Haciendo k — o0, vemos que (VA (X),d) = 0. Usando el mismo razonamiento para los otros indices
llegamos a que (Vh;(x),d) =0 paratodo j € {1,...,q}. Luego por (7.1) tenemos que (Vf(X),d) > 0,
pero esto contradice (7.2) al tomar =0y A = 0. Por lo tanto, —Vf(¥) € A y (KKT) se verifica. [J

Notemos que (KKT) se puede interpretar en términos de los puntos criticos del Lagrangiano del
problema. En efecto, (KKT) es equivalente a pedir que X sea punto critico de la funcion x — L(x,u, A),
para algin u € R” y A € R? apropiados. La heurfstica que hay detrds es que si X es un minimo local
del problema de programacién matematica (Ppyp), entonces es un minimo local del problema sin
restricciones

Minimizar L(x,u,A) sobre todos los x € X.

Esta interpretacion no es del todo rigurosa, pero da una buena intuicién de lo que sucede. Asi mismo,
la heuristica descrita mas arriba nos dice que para poder clasificar puntos criticos del Lagrangiano ne-
cesitamos, al igual que en el caso de optimizacion sin restricciones, estudiar condiciones de segundo
orden que consideren segundas derivadas del Lagrangiano.

7.2.4. Condiciones de Segundo Orden

Dado que necesitamos derivadas de segundo orden, en lo que sigue de la seccién asumiremos un
poco més de regularidad sobre las funciones involucradas en el problema de programacién mateméti-
ca. En particular pediremos que las funciones sean dos veces continuamente Fréchet diferenciables.

Recuerdo : Funciones dos veces continuamente diferenciables

Una funcién f : X — RU{+eo} definida en un espacio de Hilbert (X, (-, - }) se dice dos veces
continuamente diferenciable en x € int(dom(f)) si es dos veces Fréchet diferenciable en x (en
particular, continuamente diferenciable) y V2f(x) : X x X — R es continuo en una vecindad
de x, es decir,

Ve>0,Ir>0talqueVye X |x—y|<r =  sup |V2f(x)(hk)—V2f(y)(hk)| <e.
h,keBx

En el caso X = R”, esto se reduce simplemente a que las segundas derivadas parciales de f
sean todas funciones continuas en una vecindad de x.

Antes de presentar las condiciones de optimalidad de segundo orden, necesitamos introducir
una nueva nocién de cono tangente, que es similar al cono linealizante, pero que considera solo
direcciones en las que f no puede crecer.
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Definicion 7.6. Sean g1,...,g8p: X = Ry hy,...,h; : X = R funciones Gateaux diferenciable y sea
S={xeX|gx)<0,i=1,...,p, hj(x)=0, j=1,....q}.

Definimos el cono de direcciones criticas a S en x € S como el conjunto

Ks(x) = {d € Ts(x) | (V/(x),d) <0}.

Con esta nueva herramienta podemos ahora presentar un criterio necesario de segundo orden para
que un punto sea un minimo local del problema de programacion matemadtica (Ppy).

Observacion 7.2. El siguiente resultado lo demostraremos bajo la condicion de calificacion (ILGA).
El resultado sigue siendo cierto si se asume (MF), sin embargo la demostracion requiere herramien-
tas de programacion lineal y dualidad que no hemos estudiado en el curso.

Teorema 7.5 (Condicién Necesaria de Segundo Orden). Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert. Sea f :
X — RU{+oco} una funcion propia. Sean g1, ...,gp: X =Ry hy,...,hy: X — R funciones dos veces
continuamente diferenciables. Sea X € X un minimo local del problema de programacion matemdtica
(Ppm). Supongamos que x satisface (ILGA) y que f es dos veces continuamente diferenciable en una
vecindad de X. Entonces, existen uy,...,up > 0y Ai,..., A, € R tales que (KKT) se satisface y que
ademds

(CNSO) V2 L(%,u,\)(d,d) >0, Vd e Kg(%).
Demostracion. Dividamos la demostracion en partes.

1. Supongamos que ¥ es minimo local que satisface (ILGA) y sea d € Kg(x). Como X satisface
(MF) (por la Proposicion 7.1), gracias al Teorema 7.3 se tiene Tg(x) = Lg(X), de donde

(Vgi(%).d) <0, Viel(x), (Vhj(%).d)=0, Vje{l,....qg}. (Vf(%),d)<0
Dado que X es minimo local, de Teorema 7.1 se deduce (Vf(x),d) = 0.

2. Definamos I;(x) = {i € I(X) | (Vgi(x),d) =0} y Ny = |I;(X)|. Sin perdida de generalidad
asumamos que N; > 0y que I;(X) = {1,...,N;}. Sea ®: R x RM x R? — RN x R el campo
vectorial cuya componentes son

q)i(tnua?\’) =8 <X—|—td—|— Z‘ukvgk + Z}"ZVhf )> ) Vie {17'~'7NI}
k=1

CDj(l‘,,Ll,?\.)::hj<x—|—td—|—2,ungk —I—Z?gihg )>, Vie{l,...,q}.
k=1

Se tiene ©(0,0,0) =0y V(M;L)CID(O, 0), la matriz Jacobiana de & con respecto a las variables u

y A estd dada por
(Vg1 (), Vgl( v) ... (Vai(x), VgN[( v) (Vei(x), Vhl( V) ... (Vgi(x),Vhy(%))
(Van, (* ) Vg1(x)) (Van, (%), VgN;( ) (Ven,(* ) Vh (%)) <V8N1(f)7th(f)>
(Vh(%), Vgl( ) ... (Viu(x), VgNz( 0)) (Vi(x), Vhl( 0) . <Vh1(f)thq(f)>
(VHEV1®) - (Th). V(@) (Th(DTh(D) . (V). Thy()

111



Optimizacion restricta Capitulo 7, Section 7.2

Notemos que la matriz V(M;L)CID(O,O) es invertible. En efecto, para todo u € RM y v € RY se
tiene que si V,3)®P(0,0)(u,v) = 0 entonces

2

0= (u,v)TV(y’;L)qD Vgl —I— Z V]Vh )

j=1

Gracias a (ILGA) deducimos que (u,v) = (0,0). Luego, ocupando el Teorema de la Funcién
Implicita y dado que ® es dos veces continuamente diferenciable, existe € > 0 y funciones
u: (—e,€) — RV y A: (—g,€) — RY también dos veces continuamente diferenciables tales
que D(r,u(t),A(t)) = 0 para todo ¢ € (—¢,€), con (u(0),A(0)) = (0,0).

3. Definiendo la trayectoria x : (—€,€) — X via la formula

x()—x—f—td—f—z,uk )Ver(x +ZM )Vh(%),

se tiene x(0) = £y %(0) = d + X3, it (0)Vegr (%) + X0_, Ao(0)Vhy(%). Ademis,

d

0=~ ®i(-,u(-),A()(0) = (V&) <Zﬂk JVer(® +ZM JVhe(), Vei(x >>

0=Tay(. <>,>»<->><o>=<Vh,-<x>,d>+<];'lpk< V) + YR 0) <x>>

para todo i € {1,...,N;} y j € {1,...,q} y se satisface (Vg;(¥),d) = (Vh;(x),d) = 0. En-
tonces, multiplicando la primera ecuacién por ;(0), la segunda por ?» ;(0) y, sumando sobre
ie{l,...,Ni}yje{l,...,q}, se obtiene

2
0)Vgi(X) + Z Kg YVhy(x

Y

que junto con (ILGA) implican (;(0) = A;(0) = 0 para todo i € I;(X) y j € {l,...,q}. En
consecuencia, deducimos que x(0) = d.

4. Probemos ahora que x(¢) es factible para todo r > 0 en una vecindad de ¢+ = 0. En efecto,
notemos que

0=@(t,u(t),M1)) = (81(x(1)), - &5, (x(1)), A1 (x(1)), - g (x(2)))

Si i ¢ I(x), entonces por continuidad de ¢ — g;(x(z
tendriamos que g;(x(z)) < 0. Por otra parte si i € I(%)

gi(x(1)) = gi(X) + (Vgi(x),d)t +o(t) = (Vgi(X),d)t +o(t),

y como (Vg;(x),d) < 0 se deduce que para ¢t > 0 suficientemente pequefio se tiene g;(x(¢)) <0
y se tiene la factibilidad de x(¢) para t > 0 en una vecindad de r = 0.

)), para ¢ € R suficientemente pequefio
\ 1;(¥) se tiene
)=
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5. Como x(t) es factible para r > 0 y dos veces continuamente diferenciable, la expansion de
Taylor de segundo orden de 7 — f(x(¢)) en torno ar = 0 implica que paraz > 0 suficientemente
pequeiio

1
FE < () = F@) +(VFR), d)t + 5 (VFE)(d,d) + (VS (2),5(0))) £ + 0(r?),
y como (Vf(x),d) = 0, dividiendo por #? y pasando al limite, se deduce

(7.3) 0 < V2f(2)(d,d) + (Vf(%),50)).

De manera similar, parai € {1,...,N;} y j € {1,...,q}, dado que las funciones t — g;(x(t)) y
t+— hj(x(t)) son dos veces diferenciables y nulas en el intervalo (—&, €), estas satisfacen

(74) 0= V?gi(%)(d, d>+<Vg,-<‘> "<0>>, vie {l,....,Ni}
(7.5) 0= V?h;(%)(d,d) + (Vh;(%),%(0)), VJe{l q}.

6. Seanuy,...,up, >0y Aq,...,A; € R multiplicadores asociados a X tales que (KKT) se satisface.
En particular, tenemos que

(VI®),d)+ Y  pi(Ve®),d)+ Y, wi(Vei(x),d)+ Z Aj{(Vh;j(%),d) =0.
i€l(X)\Ig(%) i€ly(%)
En consecuencia Yicx)\ 7, (x) 4i(V&i(¥),d) = 0 pues todos los otros términos del lado izquierdo
son cero. Ahora bien, dado que (Vg;(x),d) <0y y; > 0 para todo i € I(X) \ I;(¥), concluimos
que y; = 0 cualquiera sea i € I(x) \ I;(X). Finalmente, multiplicando (7.4) por el correspon-
diente y;, (7.5) por el respectivo A ; y sumando deducimos el resultado.

]

Ahora revisaremos una condicion suficiente para que un punto que verifica las condiciones de
(KKT) sea efectivamente un minimo local del problema. Al igual que en el caso convexo, la curvatura
de la funcién sobre el conjunto de restricciones jugara un rol importante. En este caso, esta curvatura
se medird a través de la segunda derivada del Lagrangiano.

Observacion 7.3. Es importante destacar que en el siguiente resultado ninguna condicion de califi-
cacion es requerida. Sin embargo, el precio a pagar es que el espacio debe ser de dimension finita.
Existen condiciones suficiente de segundo orden en espacios de dimension infinita, pero requieren
utilizar otras nociones de cono de direcciones criticas.

Teorema 7.6 (Condicién Suficiente de Segundo Orden). Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert de
dimension finita. Sea f : X — RU{+o} una funcion propia dos veces continuamente diferenciable
en una vecindad de X € int(dom(f)). Sean gi,...,8, : X = Ry hy,...,hy : X = R funciones dos
veces continuamente diferenciables. Asumamos que

feS={xeX]| g(x)<0,i=1,....,p, hj(x)=0, j=1,....q}

y que para cada d € Kg(%) \ {0} existen uy,...,up >0y A,...,A; € R tales que (KKT) se satisface
y que ademds

(CSSO) V2 L(z,u,\)(d,d) > 0.

Entonces x es un minimo local estricto del problema de programacion matemdtica (Ppy).
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Demostracion. Supongamos por contradiccion que X no es un minimo local estricto de (Ppy) y, por
lo tanto, existe una sucesion {x; } en S que converge a x tal que f(x;) < f(X). Sea dy = mock —X).
Pasando a una subsucesion si es necesario, tenemos que dy — d € X con ||d|| = | y mads aun, con
esto vemos que d € Tg(X) C Lg(%). Por otra parte,

0> f(xx) — f(X) = (VF(X),x — %)+ o(|lxx — x]]),

de donde (Vf(x),d) <0y por lo tanto d € Kg(x) \ {0}. Sea (u,A) € R} x RY tales que (KKT) y
(CSSO) se satisfacen para d. De (KKT) se obtiene

L(xg,p,A) = f(x) < f(X) = L(x,1,1).

Por otras parte, dado que V,L(x,u,A) = 0, de la expansion de Taylor de orden 2 de x — L(x,u,A) en
torno a X se deduce

1
0 > L(xg,m,A) — L(X,u,\) = ZV)%XL()Z,,U,X) (o — &, x5 — %) 4+ o(||x — %/%)
y dividiendo por ||x; — X||> y pasando al limite concluimos V2 L(%,u,A)(d,d) < 0, lo que nos lleva a
una contradiccion y por lo tanto X debe ser un minimo local estricto. [

7.3. Meétodos de Penalizacion

Ahora presentaremos algunos métodos iterativos utilizados para encontrar (o mas bien aproxi-
mar) minimos locales del problema de programacion matemaética. Presentaremos dos tipos de méto-
dos, ambos basados en la idea de penalizar las restricciones y estudiar un problema auxiliar de opti-
mizacion sin restricciones. El primer método que veremos es un método de penalizacion exterior, en
el sentido que las iteraciones que generan pueden no verificar la restriccion del problema original. En
cambio el segundo método que veremos fuerza a que las iteraciones estén en el interior del conjunto
de restricciones de desigualdad.

7.3.1. Lagrangiano Aumentado

Recordemos que el Lagrangiano (o funcion Lagrangiana) asociado al problema de programacion
matematica (Ppy) es la funcion L : X x R? x R? — RU {+oo} dada por

q
L(x,u,\) : —i—Z,u,g, + ijhj(x), Vxe X, ue R, A e RY.
=1

Una propiedad interesante del Lagrangiano es que, en el caso convexo (ver Teorema 5.4), si X es una
solucion del problema de programacion matemadtica, entonces es también un minimo (global e irres-
tricto) de la funcién x — L(x,u,A) con (u,A) € R” x R? siendo multiplicadores asociados a x. Esto
sugiere que en el caso convexo, que si conociésemos los multiplicadores, minimizar sin restriccio-
nes la funcién x — L(x,u,A) seria equivalente a resolver el problema de programacién matematica.
Desafortunadamente, fuera del caso convexo esto no es cierto y un minimo local del problema de
programacion matemadtica no es necesariamente un minimo local del Lagrangiano.
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Ejemplo 7.3.1. Considere el problema

1
Minimizar 1 —x — §x3 sobre los x € R tales que x < 0.

No es dificil ver que X = 0 es el minimo (global) del problema. Ademds, imponiendo las condiciones
de (KKT) se tiene que el multiplicador asociado a la restriccion es u = 1. Sin embargo, la funcion

1
xr—>L(x,1):1—§x3

es no acotada y x = 0 es sélo un punto critico de x — L(x, 1) pero no es un minimo local.

Para evitar la clase de problemas descritos con el ejemplo anterior se introduce una funcion llama-
da Lagrangiano aumentado del problema de programacion matematica. En adelante, para simplificar
la exposicién, nos enfocaremos en el caso de restricciones de igualdad, es decir, en el problema

(Py) Minimizar f(x) sobre los x € X tales que ;(x) =0, j € {I,...,q}.

Observacion 7.4. Para el caso con restricciones de desigualdad usualmente se agrega una variable
adicional (llamada holgura) y se considera el problema de optimizacion equivalente:

Minimizar f(x) sobre (x,y) € X x R tales que gi(x)+y? =0, i€ {1,...,p}, hj(x) =0, j€{1,...,q}.

Dado r > 0, el Lagrangiano aumentado del problema (P;) es la funcién L, : X x R? — RU {+oo}
dada por

q 4
L.(x,\) := f(x)+ Zikjhj(x) +5 Ztlhi(x), Vxe X, AeRY,
Jj= j=
Ejemplo 7.3.2. Notemos que en el Ejemplo 7.3.1 el Lagrangiano aumentado (transformado la res-
triccion de desigualdad por igualdad agregando la variable de holgura) es

1
Li(x, . 0) = L=x— 20 4 M y) 4 2 (7).

Imponiendo las condiciones de (KKT) se tiene que el multiplicador asociado a la restriccion es A = 1
y que necesariamente y = 0. Por lo tanto

1
Lr(xayal): 1_§x3+y2+§(x+y2)27 Vx?))ER'

No es dificil ver, usando (CSSO) para problemas irrestrictos, que (%,5) = (0,0) es efectivamente un
minimo local (estricto) de (x,y) — Ly(x,y,1) pues la matriz Hessiana en (%,y) = (0,0) es la matriz
diagonal cuyas entradas sonry 2.

La caracteristica descrita en el ejemplo anterior es justamente la principal motivacién de introdu-
cir el Lagrangiano aumentado.

115



Optimizacion restricta Capitulo 7, Section 7.3

Teorema 7.7. Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert de dimension finita. Sea f : X — RU {+eo} una
funcion propia dos veces continuamente diferenciable en una vecindad de X € int(dom(f)). Sean
hi,...,hg : X — R funciones dos veces continuamente diferenciables. Asumamos que X es un minimo
local de (Py), tal que (KKT) se cumple para algiin L € RY y tal que

VZL(FMN)(d,d) >0,  VdeX\{0}tal que (Vh;(%),d)=0,Yj=1,....q.

Entonces existe ry € R tal que para todo r > ro tenemos que X es un minimo local estricto del
Lagrangiano aumentado L,(-,\) del problema de programacion matemdtica (Py).

Demostracion. Notemos que como /;(X) = 0 para todo j € {1,...,q}, se tiene
q
VoL (£ A) = V(&) + Y AjVhi() +r Z hi( = VL(%,\) =
j=1

por lo que basta demostrar, por CSSO en el caso irrestricto, que existe r suficientemente grande tal
que el operador bilineal

V2 L (%,\) = V2 f(%) + zq‘, A VZhi(E) +r f Vh;i(%)Vhi(®) " +r f h;i(%)V
j=1 j=1 j=1

= V2 L(%,\) +rZVh )Vh;(x) "
J=

es definido positivo. Por contradiccidn, supongamos que existe una sucesion ry — oo y di € X tales
que

(7.6) V2 L(%,\)(dy,d) = V2 L(Z,\) (dy, dy) + 1y Z [(Vh;(%),di)|* <0.
j=1
Dividiendo (7.6) por ||di||?, podemos asumir que ||di| = 1 en la desigualdad anterior y, tomando

una subsucesion si fuese necesario, podemos asumir que d; — d # 0. Por otra parte, si dividimos
(7.6) por r y usamos que V2L(%,A)(dy,dy) es acotada, pasando al limite se obtiene (Vh;(%),d) =0
paratodo j € {1,...,q}. Finalmente como (7.6) implica que V2, L(%,A)(dy,d;) < 0 para todo k € N,
llegamos a una contradiccién pues hemos demostrado que V2 L(%,A)(d,d) < 0, con ||d|| = 1. O

Esquema Algoritmico

La nocién de Lagrangiano aumentado puede ser usado para construir algoritmo. Dado que a priori
uno no tiene informacién sobre el multiplicador asociado a un minimo local, la bisqueda que debe
realizar un algoritmo basado en el Lagrangiano aumentado debe actualizar tanto la variable x como la
variable del multiplicador A. Notemos que si A € R” y r > 0 fuesen dados, y X € X fuese un minimo
local del Lagrangiano aumentado entonces tendriamos que

p
V.L,(%,)\) Z (Aj+rh;(x)) Vhj(x) = 0.
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Luego, para que X tenga opciones de ser un minimo local de (Pr) deberia verificar
hj()f):() y 7\,j+l’hj()f):7\,j, Vie{l,...,q}.

El siguiente método iterativo, que presentamos s6lo a modo de informacion, sin discusién sobre su
convergencia, utiliza las ideas descritas mas arriba. Cabe mencionar que este algoritmo se espera
que converja tomando en cada iteracién r mds grande, de forma de forzar que A converja a algin
multiplicador que verifique (KKT).

METODO DE LOS MULTIPLICADORES

Tomar A€ Ry r>0.

Calcular x € argminx (L,(-,A)).

Si x satisface /1j(x) ~ 0 paratodo j € {1,...,q} parar.

Definir B; = A +rh;(X) paracada j € {1,...,q}.

Actualizar A = By r > 0 (de ser necesario), y volver al paso 2.

i

7.3.2. Barrera Logaritmica

Notemos que el método del Lagrangiano Aumentado permite generar una secuencia de puntos
que no satisfacen las restricciones. En este sentido, el algoritmo se considera ser un método de punto
exterior. Ahora veremos un método que fuerza a las iteraciones a estar en el interior del conjunto de
restricciones de desigualdad penalizando el acercarse a la frontera. Esta clase de algoritmos se conoce
como método de punto interior. Por simplicidad nos enfocaremos en el caso con sélo restricciones
de desigualdad, es decir,

(Pp) Mininimzar f(x) sobre los x € X tales que g;(x) <0, i € {1,...,p}

Para estudiar minimos locales del problema (Pp) se propone estudiar, para € > 0 dado, los minimos
locales de la aproximacion de barrera logaritmica f; : X — R U {0} definida por

x) —Eilog(—gi(x)) gi(x) <0, Vie{l,...,p}, .

o0 si no,

fg:X}—>

La idea del método consiste encontrar un minimo de fg, denotado por lo general por x(€) y luego
estudiar el comportamiento de € — x(€) hacia algiin minimo local de (Pp) cuando € — 0. Notar que,
por la forma de la aproximacion de barrera logaritmica, tenemos que

gi(x(e)) <0, Vie{l,...,p}, Ve > 0.
Mas audn, usando la (CNPO) sobre f; se tiene que

€

gi(x(e))

En este caso los y;(€) juegan el rol de multiplicadores aproximados y en consecuencia se espera
que el limite de y;(€) cuando € — 0 sea un multiplicador asociado a un minimo local de (Pp).

> 0.

(KKTe) Vie(x(e)) = )+ Z ui(€)Vgi(x(e)) =0, donde u(e) := —

117



Optimizacion restricta Capitulo 7, Section 7.3

Proposicion 7.2. Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert de dimension finita. Sea f : X — R una funcion
continua. Sean g1, ...,8gp : X — R funciones continua. Asumamos que

S={xeX] gilx)<0,ie{l,....p}}

es acotado y su interior es denso en S. Entonces, para todo € > 0 existe x(€) € argminx ( fe ). Mds aiin,
todo punto de acumulacion de {x(€) : € > 0} es solucion de (Pp), esto es, toda sucesion convergente
de la forma {x(g;)} converge a un minimo del problema (Pp), donde &, — 0" cuando k — oo,

Demostracion. Dividamos la demostracion en dos partes. Primero veamos la existencia de un mini-
mo y luego estudiemos la convergencia de la trayectoria.

1. Por composicién de funciones, no es dificil ver que f; es continua en

int(S) ={xeX| gi(x) <0,ie{l,...,p}}.

Notemos también que fz = +oo si x ¢ S. Mds aun, para cualquier sucesion {x;} C int(S) se
tiene que si g;(xx) — 0 para algin i € {1,...,p} entonces f¢(x;) — —+oo. Por lo tanto, tenemos
que fe es semicontinua inferior. Por otro lado, f¢ es propia pues int(S) # 0. Finalmente, para
determinar la existencia a través del Teorema de Wierestrass-Hilbert-Tonelli (Teorema 2.1) nos
bastard ver que los conjuntos de subnivel de f; son acotados. Pero esto es una consecuencia
directa del hecho que dom(f¢) C int(S) y del hecho que S es acotado. Luego la existencia de
x(€) para cualquier € > 0 estd garantizada.

2. Estudiemos ahora los puntos de acumulacién de la trayectoria € — x(€) cuando € — 0. Sea
{&x} C (0,+o0) tal que £ — 0 cuando k — +oo. Supongamos que x; := x(€&) converge a un
cierto ¥ € R”. Dado que x; € int(S) y S es cerrado, tenemos que X € S. Ahora bien, para
cualquier £ € N, por definicién de x; tenemos

(7.7)  fe, () = £ ekng —gi(x) < flx —ekng (—gi(x)), Vx € int(8S).

Por otro lado, para cada i € I(X), y por continuidad de g;, tenemos que g;(x;) > —1 para todo
k € N suficientemente grande. En consecuencia, dado que /(%) es finito, Jko € N tal que

log(—gi(x)) <0 Viel(®), Yk > ko.

Notemos también que si i ¢ I(X), entonces la sucesion {log(—g;(x;))} permanece acotada y
por lo tanto
eklog(—gi(xk)) — 0  sik— +oo.

Finalmente, de (7.7) obtenemos que para k € N suficientemente grande

fOw) =& Y, log(—gi(w)) < f(x _EkZIOg —gi(x)),  VKEN, Vx €int(S).
1) =

Luego, pasando al limite vemos que f(¥) < f(x) para todo x € int(S). Finalmente, dado que
X € Sy int(S) es denso en S, usando la continuidad de f concluimos que ¥ € sol(Pp).
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O

Observacion 7.5. El hecho que int(S) sea denso en S es importante, pues de no ser asi la conver-
gencia a un minimo del problema (Pp) no puede ser asegurada.

El resultado anterior muestra que la trayectoria € — x(€) se acumula en torno al conjunto de
minimos de f; cuando € — 0". Es importante destacar que en el resultado anterior, la existencia y
convergencia de la trayectoria € — x(€) estd fuertemente ligada a que el conjunto factible es compac-
to. Ahora veremos un resultado un poco mas general que no requiere esas hipétesis y que muestra la
convergencia a un minimo local estricto de (Pp). El resultado también provee la convergencia de los
multiplicadores aproximados asociados a la trayectoria.

Teorema 7.8. Sea (X, (-,-)) un espacio de Hilbert de dimension finita. Sea f : X — RU {+o} una
funcion propia dos veces continuamente diferenciable en una vecindad de x € int(dom(f)). Sean
g1,---,8p : X = R funciones dos veces continuamente diferenciables tal que la condicion de cali-
ficacion (ILGA) se verifica en X. Asumamos que X es un minimo local de (Pp) que verifica (KKT)
para algiin i € RP con complementaridad estricta, es decir, 5; > 0 para todo i € I(X), ademds de la
condicion suficiente de segundo orden

V2 L(%a)(d,d) >0,  VdeX\{0}ral que (Vgi(%),d) =0, Vi € I().

Entonces existe una unica trayectoria € — (x(€),u(€)) continuamente diferenciable en una vecindad
de € = 0 que verifica (KKTe) tal que x(0) = X y u(0) = i Mds aiin, para cada € > 0 suficientemente
pequerio se tiene que x(€) es un minimo local estricto de f.

Demostracion. Para simplificar la notacién, consideremos el caso X = R”. El caso X general se
obtiene de usar la isometria candnica entre R” y un espacio de Hilbert de dimension finita.
Dado i € {1,...,p}, definamos las funciones F; : R x R" x R? — R? definidas por

Fi(e,x,u) = pigi(x) +¢€, V(e,x,u) € RxR" x RP.

Consideremos ademads los campos vectoriales F': R x R” x R? — R" y G : R" x R? — R" dados por

F(e,x,u) = (Fi(e,x,u),...,Fp(e,x,u)) y G(x,u) =Vf(x +Z,u,Vg,) V(e,x,u) € RxR" xRP.
i=1

Por construccién, ambos campos vectoriales son continuamente diferenciables. Dado que X es un
minimo local de (Pp) que verifica (KKT) para algin i € R”, tenemos que (0, %, 1) es solucién de la
ecuacion
®(e,x,u) =0, donde P(e,x,u) := (F(&x,u),G(x,u)).
(

Luego, la existencia de una unica trayectoria € — (x(€),u(€)) continuamente diferenciable en una
vecindad de € = 0 que verifica (KKTy) tal que x(0) = Xy u(0) =  es una consecuencia del Teorema
de la Funcién Implicita. En efecto, notemos que

Vi F(g,x,u) V,F(gx,u)

— n p
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Sigue que

ﬁlvgl(f)Td+V181(f)

View®0,50)(d,v) = | [1,Vg,(%)" d+vpgp( 9 |, V(d,v) ER"xRP.

VAL + Y vV
i=1
En particular, si V(, ,)®(0,%,2)(d,v) = 0 para ciertos (d,v) € R" x R?, por complementaridad es-
tricta, para cada i € I(¥) tenemos que Vg;(¥) 'd =0y v; = 0 para cada i ¢ I(¥). Notemos ademds que
si d # 0, entonces multiplicando por d la dltima ecuacién tendriamos que

0=d'ViLEmd+ Y, viVgi(®)'d=d'ViL(xp)d.
i€l(x)

Sin embargo esto contradice la condicién suficiente de segundo orden del enunciado. Por lo tanto
d = 0. Esto a su vez implica que

P
0=ViLEDd+Y viVei(®) = Y viVei(®).
i=1 icl(x)

Luego, por (ILGA) tenemos que v; = 0 para cada i € I(X), y en consecuencia v =0y por lo tanto la
matriz V. H)CID(O,)Z, ) es invertible. Gracias al Teorema de la Funcién Implicita, existe una tnica tra-
yectoria € — (x(€),u(€)) continuamente diferenciable en una vecindad de € = 0 que verifica (KKT;)
tal que x(0) =xy u(0) = 4.

Resta ver que x(€) es un minimo local estricto de fe. Para esto bastara estudiar la segunda derivada
de la funcién f¢ y luego aplicar la (CSSO). Notemos que

V1) = V100 1 (S VeV — V() ). e dom(f)

Por lo tanto, evaluando en x = x(&) tenemos

()2
V2, (x(e)) = V2 L(x(e), u(e)) + i Hi(e)

i=1

Vgi(x(e))Vai(x(e)) .

Sead € R"\ {0}. Separemos el resto de la demostracién en dos casos:

1. Supongamos Vg;(%)"d = 0 para cualquier i € I(x). Usando la condicién suficiente de segundo

orden tenemos que
d"V2 L(%,m)d > 0.

Por lo tanto, por continuidad, para € > 0 suficientemente pequeiio tendremos
dTV2L(x(e),u(€))d > 0.

Sigue que

4TV ) =d VL@ e+ Y (g a(0) 0 2 ELa(e) e >0
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2. Supongamos ahora que Vg;(x) "d # 0 para algtin i € I(¥). No es dificil ver que

T2 T2 2, pi(e)? , T 12
d' V- fe(x(€))d > d ' Vi L(x(e),u(e))d + ) . (Vailx(e)) d)”.
i=1

Por otro lado, cuando € — 0 tenemos que
VaL(x(e),u(e)) = VRL(ER), Vei(x(e))'d — Vgi(x)'d #0y i) — i > 0.

En particular tenemos que d ' V2 f¢(x(g))d — oo si € — 0. Por lo tanto, d' V2 f¢(x(g))d > 0
para € > 0 suficientemente pequeio.

Finalmente, dado que d ' V2 f¢(x)d > 0 para cualquier d € R"\ {0} y € > 0 pequefio, por Teorema
6.3, tenemos que x(€) es un minimo local estricto de f; para € > 0 suficientemente pequefio. [

Esquema Algoritmico

Al igual que en la parte anterior describiremos el esquema general que tiene un algoritmo basado
en la aproximacion de barrera logaritmica. La idea esencial del método es que en cada iteracion se
resuelve un sub problema de optimizacidn sin restricciones para luego actualizar el pardmetro de
penalizacion. La convergencia del método estara entonces dada por el hecho que € — x(€) converge
a un minimo local del problema original si € — 0.

METODO DE PENALIZACION
Tomare > 0,7t € (0,1) yxo € X.

Calcular x € argminy( f¢).

Si ||x — xpl| ~ O parar.

Actualizar xo = x, € < €7, y volver al paso 2.

el .
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7.4. Ejercicios

1. CARACTERIZACIONES DEL CONO TANGENTE

Sea S C R" un conjunto dado. Demuestre que

liming S8t +1d,8)
t—07t

Ts(x) = {d cR"

O}7 Vx €S.

2. CONO NORMAL Y CONO TANGENTE

Sea (X, (-, -)) un espacio de Hilbert y S C X convexo no vacio. Demuestre que

NENs(x) < (n,d)<0, VdeTs(x),

3. CONDICION SUFICIENTE DE PRIMER ORDER

Sea f: R" — R una funcién continua y Gateaux diferenciable en una vecindad de X € S.
Supongamos que
Vf#E)"d>0, VdeTgx)\{0}.

Pruebe que ¥ es un minimo local estricto del problema general de Optimizacion No Lineal (P).

4. MULTIPLICADORES DE KKT

SeaxeS:={xeR":gi(x)<0,i=1,...,m, hj(x) =0,j=1,..., p} tal que las funciones g; y
hj son diferenciablesen x, Vi=1,....m, Vj=1,...,p. X €S

a) Demostrar que X satisface la calificacion de restricciones de Mangasarian-Fromovitz
(MF) ssi:

14
Z)\,jV/’lj()f)—i— Z uiVgi(x)=0cony; >0 — 7\,j:/vl,‘:0, Vi=1,.,p,i € lh(X).
=1

i€ly(x)

b) Para el problema min{ f(x) : x € C}, supongamos que el conjunto A(X) de multiplicadores
de Lagrange asociados a X es no vacio. Pruebe & satisface (MF) ssi el conjunto A(X) es
acotado.
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